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Δςσαπιζηίερ 

 

Με ηελ νινθιήξσζε ηεο Γηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο θαη ηαπηφρξνλα ηνπ πξνπηπρηαθνχ κνπ 

θχθινπ ζπνπδψλ, αηζζάλνκαη ηελ αλάγθε λα επραξηζηήζσ ηελ νηθνγέλεηα κνπ πνπ 

βξηζθφηαλ δίπια κνπ φια απηά ηα ρξφληα θαη κε ζηήξηδε κε ηελ θαηαλφεζε, ηελ ελζάξξπλζε 

θαη ηε ζπκπαξάζηαζε ηεο ζηηο δχζθνιεο ζηηγκέο.   Τπήξμε ην κεγαιχηεξν κνπ ζηήξηγκα 

θαζ‘ φιε ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδψλ κνπ θαη απηφ είλαη ην κεγαιχηεξν αγαζφ πνπ ζα 

κπνξνχζα λα ιάβσ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Πεπίλητη 

 

Η παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία έγθεηηαη ζην επξχηεξν πεδίν ηεο Θεσξίαο Παηγλίσλ.  

΢πγθεθξηκέλα, ηo πξφβιεκα γχξσ απφ ηα παίγληα Voronoi αθνξά ην θιαζζηθφ 

αληαγσληζηηθφ πξφβιεκα ηνπνζέηεζεο εμππεξεηεηψλ, δειαδή ηελ ζηξαηεγηθή ηνπνζέηεζε 

ηνπ παίθηε ζηελ αγνξά ψζηε λα αληαγσλίδεηαη ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο, θαζψο νη πειάηεο 

εμππεξεηνχληαη απφ ηνλ θνληηλφηεξν παίθηε ζηελ αγνξά.  Σν πξφβιεκα απηφ 

κνληεινπνηείηαη ζε έλα ζηξαηεγηθφ παηγλίδη κε πιήζνο παηθηψλ θαη θφκβσλ ζε έλα γξάθεκα.  

Έπεηηα θάζε παίθηεο επηιέγεη ηε ζέζε ηνπ κέζα απφ ην γξάθεκα.  ΢ηφρνο ηνπ παηγληδηνχ 

είλαη ν θάζε παίθηεο λα κεγηζηνπνηήζεη ην θέξδνο ηνπ, φπνπ ην θέξδνο νξίδεηαη σο ην πιήζνο 

ησλ θνληηλφηεξσλ θφκβσλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε παίθηε.  Δάλ ε κεηαθίλεζε ζέζεσλ ελφο 

παίθηε, δει. ε αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ, θαη παξακνλή ησλ ππνινίπσλ ζηηο ζέζεηο ηνπο, δελ 

ζπλεπάγεηαη αχμεζε ηνπ θέξδνπο ηνπ, ηφηε ην παηγλίδη έρεη ηζνξξνπία.  Έλα παηγλίδη κπνξεί 

λα έρεη πνιιαπιέο ηζνξξνπίεο ή θαζφινπ. 

΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία παξνπζηάδεηαη αλαζθφπεζε βηβιηνγξαθίαο φζν αθνξά 

παίγληα ζε δηάθνξεο ηνπνινγίεο γξάθσλ.  Δπίζεο παξαηίζoληαη ηα ζεκαληηθφηεξα 

απνηειέζκαηα, πνπ έρνπλ εμαρζεί κέζα απφ ηε βηβιηνγξαθία, ζηηο δηάθνξεο ηνπνινγίεο 

γξάθσλ θαζψο επίζεο θαη ηελ εμεχξεζε ηζνξξνπίαο ζ‘ απηέο. 
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1.1.3 H Ιζνξξνπία Nash                                                          2 

1.1.3.1 Πνηνο είλαη ν John Nash      2 

1.1.3.2 Η πξνζέγγηζε ηεο ηζνξξνπίαο Nash        3 

1.1.4 Απφδνζε ΢πζηεκάησλ        4 

1.2 Πξφβιεκα Σνπνζέηεζεο Δμππεξεηεηψλ      4 

1.2.1 Οξηζκφο          4 

1.2.2 Ση είλαη ηα δηαγξάκκαηα Voronoi            5 

1.2.3 Tη είλαη ηα παίγληα Voronoi        7 

 

 

 

1.1 Θευπία Παιγνίυν 

 

Πξψηνο ν Emile Borel, Γάιινο καζεκαηηθφο, αζρνιήζεθε κε ηε ζεσξία παηγλίσλ ην 

1921.  Απψηεξνο ηνπ ζηφρνο ήηαλ λα θαζνξίζεη ηελ χπαξμε βέιηηζηεο ζηξαηεγηθήο ζε 

έλα παίγλην θαη έπεηηα λα βξεη ηελ ζηξαηεγηθή απηή.  Γηα ην ιφγν φηη ν Borel δελ 

αλέπηπμε πεξαηηέξσ ηηο ηδέεο ηνπ, ηα εχζεκα ζηε ζεσξία παηγλίσλ ιακβάλεη ν John 

Von Neumann, Οχγγξνο καζεκαηηθφο, ν νπνίνο εμέδσζε ην πξψην ηνπ άξζξν ζηε 

ζεσξία παηγλίσλ ην 1928. Απφ ην ζεκείν απηφ θαη κεηά ε ζεσξία παηγλίσλ είρε 

αικαηψδε αλάπηπμε, κε ζπλέπεηα ηελ εθαξκνγή ηεο ζε δηάθνξνπο ηνκείο φπσο ηα 

νηθνλνκηθά, καζεκαηηθά, ςπρνινγία, πνιηηηθή, βηνινγία θηι, κέρξη θαη ζε εθαξκνγέο 

ζηελ θαζεκεξηλφηεηα καο. 
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1.1.1 Σι είναι η Θευπία Παιγνίυν 

 

Η ζεσξία παηγλίσλ είλαη κία γεληθή ζεσξία πνπ κειεηά ηηο ζπλέπεηεο, ζε έλα 

ζηξαηεγηθφ παηγλίδη, εγσηζηηθήο ζπκπεξηθνξάο ησλ νληνηήησλ πνπ αληαγσλίδνληαη 

κεηαμχ ηνπο γηα ηελ αμηνπνίεζε ησλ δηακνηξαδφκελσλ πφξσλ ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηελ 

απνθφκηζε ηνπ κεγαιχηεξνπ θέξδνπο.  Οη νληφηεηεο ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ ζα 

κειεηήζνπκε ζηε ζπλέρεηα είλαη νη παίθηεο, θαη ζπλεπψο απηνί πνπ ιακβάλνπλ ηηο 

απνθάζεηο.  ΢θνπφο θάζε παίθηε είλαη λα κεγηζηνπνηήζεη ην θέξδνο ηνπ. 

 

1.1.2 Σι είναι  ΢ηπαηηγικό Παιγνίδι 

 

Έλα ζηξαηεγηθφ παηγλίδη είλαη έλα κνληέιν κε n παίθηεο, θαζέλαο απφ ηνπο νπνίνπο 

επηιέγεη κφλν κία ζηξαηεγηθή, ηελ νπνία δελ κπνξεί λα αιιάμεη κεηέπεηηα.  Έλα 

ζηξαηεγηθφ παηγλίδη απνηειείηαη απφ ηνπο παίθηεο, ηηο επηηξεπηέο ελέξγεηεο γηα θάζε 

παίθηε, ηνπο θαλφλεο ηνπ παηγληδηνχ, ηηο ζηξαηεγηθέο (κφλν κία γηα θάζε παίθηε), ην 

πξνθίι ζηξαηεγηθήο θαη ην θέξδνο θάζε παίθηε. 

Πξνθίι ζηξαηεγηθήο νξίδεηαη σο ην ζχλνιν ζηξαηεγηθψλ γηα θάζε παίθηε ην νπνίν 

θαζνξίδεη πιήξσο φιεο ηηο ελέξγεηεο πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη κέζα ζην παηγλίδη.  Σν 

πξνθίι ζηξαηεγηθήο πξέπεη λα πεξηέρεη απζηεξά κφλν κία ζηξαηεγηθή γηα θάζε παίθηε. 

 

1.1.3  Η ιζοπποπία Nash  

 

1.1.3.1 Ποιορ είναι ο John Nash 

 

Πξψηνο ν John Nash, γελλεκέλνο ην 1928 ζηελ Γπηηθή Βηξηδίληα ησλ ΗΠΑ, εηζήγαγε 

ζηα παίγληα ηελ έλλνηα ηεο ηζνξξνπίαο.   

Σν 1948, έρνληαο πιένλ απνθηήζεη πηπρίν Μαζεκαηηθψλ, σο κεηαπηπρηαθφο θνηηεηήο 

ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηνπ Princeton, απνθαιείην σο ηδηνθπία απφ ηνπο θαζεγεηέο ηνπ, 

κηαο θαη ήηαλ θνξπθαίνο ζηελ ζεσξία παηγλίσλ.  Μεηαμχ ησλ εξγαζηψλ ηνπ είρε 

αζρνιεζεί κε ηα ιεγφκελα «πξνβιήκαηα ζπκθσληψλ», ζηα νπνία πξνβιήκαηα νη 

παίθηεο κνηξάδνληαη θάπνηα θνηλά ζπκθέξνληα.  Η ζεκαληηθφηεξε εξγαζία κε ηελ 

νπνία είρε αζρνιεζεί φκσο ήηαλ απηή ζρηηθά κε ηελ ηζνξξνπία ζηε ζεσξία παηγλίσλ, 
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θαη ράξε ζηελ πνιχηηκε ζπκβνιή ηνπ πήξε ην φλνκα «Ιζνξξνπία ηνπ Nash» [16].  Η 

ζπγθεθξηκέλε δεκνζίεπζε ηνπ Nash έγηλε ζηελ ειηθία ησλ κφιηο 21 εηψλ.  Αλ θαη 

αξρηθά δελ έηπρε επξείαο ππνδνρήο, ε πξνζέγγηζε ηνπ Nash γηα ηελ ζεσξία παηγλίσλ, 

ηνλ νδήγεζε ζηελ απφθηεζε πνιιψλ βξαβείσλ.   

Σν 1978 απνλέκεηαη ζηνλ Nash ην βξαβείν «John Von Neumann Theory Prize» γηα ηελ 

αλαθάιπςε ηεο κε ζπλεξγάζηκεο ηζνξξνπίαο, ε νπνία ζήκεξα είλαη γλσζηή σο 

«Ιζνξξνπία ηνπ Nash».  Σν 1994, παξαιακβάλεη ην Βξαβείν Νφκπει ζηηο Οηθνλνκηθέο 

Δπηζηήκεο γηα ηε γεληθή ηνπ ζπλεηζθνξά ζηε ζεσξία παηγλίσλ σο απφθνηηνο ηνπ 

Παλεπηζηεκίνπ ηνπ Princeton. 

 

1.1.3.2 Η πποζέγγιζη ηηρ ιζοπποπίαρ Nash 

 

Σν ζεψξεκα πνπ δηαηχπσζε ν John Nash, ζρεηηθά κε ηελ ηζνξξνπία, αλαθέξεη πσο 

θάζε παίγλην κε πεπεξαζκέλν πιήζνο παηθηψλ θαη ελεξγεηψλ έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

ζεκείν ηζνξξνπίαο.   ΢χκθσλα κε απηφ ην ζεκείν ηζνξξνπίαο, φινη νη παίθηεο, νη νπνίνη 

δελ ζπλεξγάδνληαη κεηαμχ ηνπο, επηιέγνπλ ηηο ελέξγεηεο πνπ ηνπο ζπκθέξνπλ θαιχηεξα, 

γλσξίδνληαο θαη επηινγέο ησλ αληηπάισλ ηνπο. Κάζε παίθηεο ζθέθηεηαη ηη κπνξεί λα 

επηιέμεη ν αληίπαινο ηνπ σο ελέξγεηα θαη πξνζπαζεί λα θαηαιάβεη ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ, 

κε ηελ νπνία γίλεηαη θαη ε επηινγή ηεο ζηξαηεγηθήο ηνπ.  Γειαδή ε ζηξαηεγηθή ελφο 

παίθηε απνηειεί ηελ θαιχηεξε αληίδξαζε ζηελ ζηξαηεγηθή ηνπ αληηπάινπ ηνπ. Απηφο ν 

ζπλδπαζκφο ζηξαηεγηθψλ απνηειεί ηελ ιεγφκελε «Ιζνξξνπία ηνπ Nash» [16].   

΢πλεπψο, ηζνξξνπία Nash έρνπκε ζηελ πεξίπησζε φπνπ θαλέλαο παίθηεο δελ κπνξεί λα 

απμήζεη κνλνκεξψο ην θέξδνο ηνπ αιιάδνληαο ζηξαηεγηθή.  Δπίζεο κπνξνχκε λα πνχκε 

φηη έλα παίγλην ηζνξξνπεί φηαλ θαλέλαο απφ ηνπο παίθηεο δελ έρεη θίλεηξν λα απνθιίλεη 

κνλνκεξψο απφ ηελ ζηξαηεγηθή ηνπ.  Μηθηή ηζνξξνπία Nash έρνπκε ζε παίγληα κε 

κηθηέο ζηξαηεγηθέο, φπνπ νη παίθηεο δελ επηιέγνπλ κία ζηξαηεγηθή απφ έλα ζχλνιν 

δηαζέζηκσλ ζηξαηεγηθψλ, αιιά ν ηξφπνο πνπ παίδνπλ είλαη ζχκθσλα κε κία πηζαλνηηθή 

θαηαλνκή ζην ζχλνιν ησλ ζηξαηεγηθψλ ηνπο. Κάζε πεπεξαζκέλν παηγλίδη έρεη κεηθηή 

ηζνξξνπία Nash. 

΢ε έλα παίγλην G, έρνπκε γλήζηα ηζνξξνπία Nash, φηαλ ε ζηξαηεγηθή ηζνξξνπίαο θάζε 

παίθηε είλαη ε βέιηηζηε αληίδξαζε ζηηο ζηξαηεγηθέο ηζνξξνπίαο ησλ άιισλ παηθηψλ.  

Κάπνηα παηγλίδηα δχλαηαη λα κελ έρνπλ γλήζηα ηζνξξνπία Nash. 
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Οη παίθηεο θαηαιαβαίλνπλ πφηε βξίζθνληαη ζε ηζνξξνπία, αλ κηα αιιαγή ζηηο 

ζηξαηεγηθέο απφ νπνηνλδήπνηε παίθηε, νδεγήζεη ζε ρακειφηεξν θέξδνο απφ απηφ πνπ 

ζα είραλ αλ παξέκελαλ ζηε αξρηθή ζηξαηεγηθή.Τπάξρνπλ παίγληα πνπ έρνπλ 

πεξηζζφηεξεο απφ κία ηζνξξνπίεο Nash, ελψ ππάξρνπλ θαη παίγληα ρσξίο θαλέλα ζεκείν 

ηζνξξνπίαο Nash. 

 

1.1.4 Απόδοζη ΢ςζηημάηυν 

 

΢ρεηηθά κε ηελ απφδνζε ζπζηεκάησλ, έρνπκε δηάθνξεο ζεσξίεο πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηελ 

απφδνζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζηηο δηάθνξεο ηζνξξνπίεο ησλ γξάθσλ.  Οη βαζηθφηεξεο θαη 

πην δεκνθηιείο ζεσξίεο πνπ δίλνληαη κέζα απφ ηε βηβιηνγξαθία, είλαη ην ηίκεκα 

αλαξρίαο [13] θαη ην ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο [3]. Σν ηίκεκα αλαξρίαο νξίδεηαη σο ν ιφγνο 

κεηαμχ ηεο ρεηξφηεξεο αληηθεηκεληθήο ηηκήο ηεο ηζνξξνπίαο ζην παηγλίδη θαη ηεο ηηκήο 

κηαο βέιηηζηεο ιχζεο.  Απφ ηελ άιιε, ην ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο νξίδεηαη απφ ην ιφγν 

κεηαμχ ηεο θαιχηεξεο αληηθεηκεληθήο ηηκήο ηεο ηζνξξνπίαο ζην παηγλίδη θαη ηεο ηηκήο 

κηαο βέιηηζηεο ιχζεο.   

 

1.2  Ππόβλημα Σοποθέηηζηρ Δξςπηπεηηηών  

1.2.1 Οπιζμόρ 

Γεληθά, ην πξφβιεκα ηνπνζέηεζεο εμππεξεηεηψλ [6,7,9] έρεη σο εμήο:   

Γεδνκέλνπ ελφο ζπλφινπ απφ θνξπθέο ηνπνζεηεκέλεο ζην ρψξν – θαη ελφο ζπλφινπ 

απφ πειάηεο, νη νπνίνη εμππεξεηνχληαη απφ θνξπθέο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα  1.1 

ηφηε έρνπκε ηα πην θάησ εξσηήκαηα: 

 Πνηεο θνξπθέο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ; 

 Πνηνη πειάηεο ζα εμππεξεηεζνχλ απφ πνηεο θνξπθέο; 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 1.1 – Αλαπαξάζηαζε πξνβιήκαηνο ηνπνζέηεζεο εμππεξεηεηψλ 
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1.2.2 Σι είναι ηα διαγπάμμαηα Voronoi      

 

  Σα δηαγξάκκαηα Voronoi επηλνήζεθαλ απφ ηνλ Georgy Voronoy  (1868 – 1908), ν 

νπνίνο ήηαλ καζεηήο ηνπ Andrey Markov (1856 – 1922) αιιά θαη δάζθαινο ησλ 

Delaunay (1890 - 1980) θαη Sierpinski (1882 – 1969).  Με ηελ επηλφεζε ηνπ 

δεκηνχξγεζε έλα νιφθιεξν καζεκαηηθφ πιαίζην κέζσ ηεο ππνινγηζηηθήο γεσκεηξίαο. 

Σα δηαγξάκκαηα Voronoi είλαη κία κέζνδνο δηακέξηζεο ηνπ ρψξνπ δχν δηαζηάζεσλ, ε 

νπνία βαζίδεηαη ζηνλ θαλφλα ηνπ πιεζηέζηεξνπ ζεκείνπ, εθαξκφδνληαο ηελ Δπθιείδηα 

απφζηαζε.  Έζησ πεπεξαζκέλν ζχλνιν ζεκείσλ S ζην επίπεδν.  ΢ηφρνο είλαη ε 

δηακέξηζε ηνπ επηπέδνπ ζε ρσξία, φπνπ θάζε ρσξίν ζα πξνζδηνξίδεη ην πιήζνο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ ηα νπνία βξίζθνληαη ζε θνληηλφηεξε απφζηαζε απφ έλα 

δεδνκέλν ζεκείν s∈S ζπγθξηηηθά κε νπνηνδήπνηε άιιν ζεκείν. 

΢ην ΢ρήκα 1.2 παξνπζηάδεηαη ε πεξηγξαθή ηνπ δηαγξάκκαηνο Voronoi δχν δηαζηάζεσλ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 1.2 – Απζαίξεην ζχλνιν S 5 ζεκείσλ ζην επίπεδν 

 

Μπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη, γηα ηνπο ζθνπνχο ηνπ παξαδείγκαηνο, ηα ζεκεία 

απνηεινχλ ηα εζηηαηφξηα κηαο πφιεο, θαη κέζσ ηνπ δηαγξάκκαηνο Voronoi έρνπκε σο 

ζηφρν ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ πεξηνρψλ ηεο πφιεο πνπ βξίζθνληαη ζε θνληηλφηεξε 

απφζηαζε απφ θάζε εζηηαηφξην, νη νπνίεο ζπλεπψο απνηεινχλ ηελ άκεζε πειαηεία 

ηνπο.  Οη πεξηνρέο απηέο απνηεινχλ ηα ρσξία ηεο δηακνίξαζεο, ηα νπνία νλνκάδνληαη 

θειιηά Voronoi ηνπ δηαγξάκκαηνο, φπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρήκα 1.3.   
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Έλα θειιί Voronoi, πνπ αληηζηνηρεί ζε έλα ζεκείν s∈S, είλαη ν γεσκεηξηθφο ρψξνο ησλ 

ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ βξίζθνληαη ζε θνληηλφηεξε απφζηαζε απφ ην ζεκείν s απ‘ 

φηη ζε νπνηνδήπνηε άιιν ζεκείν s‘∈S.   

Γελ ππάξρνπλ ζεκεία ζηα νπνία λα αληηζηνηρνχλ θελά θειιηά, αθνχ θάζε θειί 

πεξηιακβάλεη ηνπιάρηζηνλ ην ίδην ην ζεκείν, ην νπνίν έρεη κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ.  Σα κεζνθάζεηα ηκήκαηα ησλ γεηηνληθψλ ζεκείσλ, δειαδή ηα θνηλά φξηα 

κεηαμχ ησλ θειιηψλ Voronoi, νλνκάδνληαη αθκέο Voronoi.  Σα ζεκεία ηνκήο ησλ 

αθκψλ Voronoi νλνκάδνληαη θνξπθέο Voronoi θαη ππνδεηθλχνπλ ηα κεκνλσκέλα 

ζεκεία πνπ ηζαπέρνπλ απφ 3 ή πεξηζζφηεξα ζεκεία ηνπ επίπέδνπ.  Σν πην θάησ ζρήκα 

παξνπζηάδεη ην δηάγξακκα Voronoi, ζην νπνίν δηαθξίλνληαη ηα ζεκεία, ηα θειιηά 

Voronoi, νη αθκέο Voronoi θαη νη θνξπθέο Voronoi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 1.3 – Σν αληίζηνηρν δηάγξακκα Voronoi,  

φπνπ κε πνξηνθαιί ρξψκα παξνπζηάδνληαη νη θνξπθέο Voronoi. 
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1.2.3 Tι είναι ηα παίγνια Voronoi 

 

Γεληθά κε ηελ έλλνηα παίγλην ελλννχκε ηελ θαηάζηαζε εθείλε, φπνπ νη έμππλεο 

απνθάζεηο ησλ παηθηψλ είλαη αλαγθαζηηθά αιιεινεμαξηψκελεο. 

Ο φξνο «παίγληα Voronoi» επελνήζεθε απφ ηνλ Hee-Kap Ahn [1].  Η πξψηε εθαξκνγή 

ησλ παηγλίσλ Voronoi γξάθηεθε απφ ηνπο Chris Poultney θαη Monty Faidley καδί κε 

ηνλ θαζεγεηή έξεπλαο Dennis Shasha ην 1996, νη νπνίνη δεκηνχξγεζαλ έλα αιγφξηζκν 

πνπ θαηαζθεπάδεη δηαγξάκκαηα Voronoi γηα έλα ζρεηηθά κηθξφ αξηζκφ ζεκείσλ.     

Σα παίγληα Voronoi αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ αληαγσληζηηθψλ παηγλίσλ 

ηνπνζέηεζεο εμππεξεηεηψλ [7], ηα νπνία παξέρνπλ κνληέια πσιεηψλ πνπ 

ζπλαγσλίδνληαη κεηαμχ ηνπο, επηδηψθσληαο λα κεγηζηνπνηήζνπλ ην κεξίδην ηνπο κε ηελ 

ζηξαηεγηθή ηνπο ηνπνζέηεζε. 

Έλα παίγλην Voronoi, ζηελ βαζηθή ηνπ έθδνζε, πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 1.4, παίδεηαη 

απφ 2 παίθηεο.  Έζησ φηη ζηνλ παίθηε 1 αληηζηνηρεί ην ρξψκα κπιε θαη ζηνλ παίθηε 2 

ην ρξψκα θφθθηλν.  Οη δχν απηνί παίθηεο πξνζζέηνπλ ελαιιάμ έλα πιήζνο n απφ 

ζεκεία.  Έπεηηα ππνινγίδεηαη ην δηάγξακκα Voronoi ζε ζρέζε κε ηα ζεκεία πνπ έρνπλ 

πξνζηεζεί θαη ληθεηήο αλαδεηθλχεηαη ν παίθηεο ν νπνίνο έρεη θαηαιάβεη ην κεγαιχηεξν 

ρψξν, ηελ ζηηγκή πνπ έρνπλ πξνζηεζεί φια ηα ζεκεία θαη απφ ηνπο δχν παίθηεο.   

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 1.4 – Αξρηθή Έθδνζε Παηγλίνπ Voronoi κε 2 παίθηεο (κπιε, θνθθηλν). 

 

Σν εξψηεκα ηνπ παηγλίνπ είλαη αλ ππάξρεη κηα ζηξαηεγηθή πνπ λα επηηξέπεη ζε θάπνηνλ 

απφ ηνπο παίθηεο λα θεξδίζεη.  Η ζηξαηεγηθή απηή ππάξρεη θαη έρεη απνδεηρζεί [2]. 
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΢ε γεληθέο γξακκέο έλα παίγλην Voronoi είλαη έλα απιφ γεσκεηξηθφ κνληέιν, ην νπνίν 

έρεη ζρέζε κε ηελ αληαγσληζηηθή επηινγή ζέζεσλ ζε έλα ρψξν (π.ρ. επηινγή θφκβσλ ζε 

έλα γξάθεκα).  Οη επηινγέο απηέο έρνπλ λα θάλνπλ κε ηνλ αληαγσληζκφ κεηαμχ ησλ 

παηθηψλ.  Οη γεσκεηξηθέο έλλνηεο ζπλδηάδνληαη κε επηρεηξήκαηα ηεο Θεσξίαο Παηγλίσλ 

γηα λα κειεηεζεί αλ ππάξρεη ληθεθφξα ζηξαηεγηθή.   

΢ηξαηεγηθή ζεσξνχκε ην ζρέδην ηνπ παηγλίνπ πνπ πεξηγξάθεη ην πσο νη παίθηεο ζα 

δξάζνπλ ή ζα θηλεζνχλ ζε θάζε πηζαλή πεξίπησζε. ΢πλεπψο ληθεθφξα ζηξαηεγηθή 

νλνκάδεηαη ην ζρέδην πνπ πξναλαθέξζεθε, ην νπνίν ηειηθά νδεγεί ηνλ παίθηε ζε λίθε.  

Σα παίγληα Voronoi είλαη κία άκεζε εθαξκνγή ησλ δηαγξακκάησλ Voronoi, ηα νπνία 

έρνπλ αλαθεξζεί ζηελ πξνεγνχκελε ππνελφηεηα. 
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Κεθάλαιο 2  
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2.1  Μονηέλο Hotelling  

Σν κνληέιν απηφ πξνηάζεθε απφ ηνλ Harold Hotelling [11] ζηα κέζα ηνπ 

πξνεγνχκελνπ αηψλα, ζέισληαο λα δείμεη ηελ επίδξαζε ηνπ αληαγσληζκνχ ζε 

απνθάζεηο πνπ αθνξνχλ ηελ ηνπνζεζία.  ΢πλήζσο βαζίδεηαη ζε 2 πσιεηέο παγσηνχ, ν 

πσιεηήο Α θαη ν πσιεηήο Β, ζε κία έθηαζε παξαιίαο 1 κηιίνπ.  Γηα ζθνπνχο ηνπ 

κνληέινπ, πξνυπνζέηεηαη φηη ην είδνο παγσηνχ θαη ην θφζηνο είλαη ην ίδην θαη γηα ηνπο 

δχν πσιεηέο.  Οη αγνξαζηέο είλαη θαηαλεκεκέλνη εμίζνπ ζε φιε ηελ έθηαζε ηεο 

παξαιίαο.  Λνγηθφ είλαη φηη νη αγνξαζηέο ζα πξνηηκήζνπλ ηνλ πσιεηή παγσηνχ, ν 
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νπνίνο βξίζθεηαη ζε θνληηλφηεξε απφζηαζε απφ απηνχο.  Έηζη ινηπφλ, φπσο θαίλεηαη 

θαη ζην πην θάησ ΢ρήκα 2.1, ην κήθνο ηεο παξαιίαο «ρσξίδεηαη» ζε 2 ίζα κέξε, έλα 

κέξνο γηα θάζε πσιεηή, θαη ν θάζε πσιεηήο ηνπνζεηεί ηελ παγσηαξία ηνπ ζην θέληξν 

αθξηβψο ηεο πεξηνρήο ηνπ, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 2.1.  Οη πειαηεία ρσξίδεηαη 

εμίζνπ, ζηα 2.  Όζνη πειάηεο βξίζθνληαη ζην δεμηφ κέξνο ηεο παξαιίαο αγνξάδνπλ απφ 

ηνλ πσιεηή Β θαη φζνη βξίζθνληαη ζην αξηζηεξφ αγνξάδνπλ απφ ηνλ πσιεηή Α. 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.1 – Μνληέιν Hotelling Ι 

 

Αλ φκσο ν πσιεηήο Α κεηαθηλεζεί δεμηφηεξα, πξνο ηνλ πσιεηή Β θαη θνληηλφηεξα ζην 

θέληξν ηεο παξαιίαο, ηφηε ν πσιεηήο Α ζα απμήζεη ηελ πειαηεία ηνπ, θαζψο, 

απμάλνληαο ηελ έθηαζε ηεο παξαιίαο πνπ ηνπ αληηζηνηρεί, ζα θαηαιάβεη ηνπο πειάηεο 

πνπ βξίζθνληαη αξηζηεξφηεξα ηνπ αιιά θαη θάπνηνπο απφ ηνπο πξνεγνχκελνπο πειάηεο 

ηνπ πσιεηή Β.  Η κεηαθίλεζε θαίλεηαη ζην  ΢ρήκα 2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.2 – Μνληέιν Hotelling ΙΙ 

 

΢πλεπψο ε ινγηθή ιχζε ζα ήηαλ λα βξίζθνληαη θαη νη 2 πσιεηέο αθξηβψο ζην θέληξν 

ηεο παξαιίαο, ρσξίο φκσο λα ππάξρνπλ πειάηεο κεηαμχ ηνπο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 

2.3.   
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Ο πσιεηήο Α θαηαιακβάλεη ηνπο πειάηεο πνπ βξίζθνληαη αξηζηεξφηεξα απφ ην θέληξν 

θαη ν πσιεηήο Β θαηαιακβάλεη ηνπο πειάηεο πνπ βξίζθνληαη δεμηφηεξα απφ ην θέληξν.  

Απηφ ηζρχεη λννπκέλνπ φηη νη πειάηεο πνπ βξίζθνληαη ζηα άθξα ηεο παξαιίαο είλαη 

πξφζπκνη λα πεξπαηήζνπλ κέρξη θαη κηζφ κίιη γηα λα θηάζνπλ ζηνλ θνληηλφηεξν ηνπο 

πσιεηή παγσηνχ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.3 – Μνληέιν Hotelling ΙΙΙ 

 

 

 

2.2  Παίγνια Voronoi ζε μη καηεςθςνόμενο γπάθο 

 

΢ηελ αξρηθή έξεπλα [5] πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε φζν αθνξά ηελ ηζνξξνπία Nash ζε 

παίγληα Voronoi ζε αθαηεχζπλην γξάθν κε πεξηζζφηεξνπο απφ 2 παίθηεο, 

παξνπζηάδεηαη ην εμήο κνληέιν:  

Έρνπκε έλα κε θαηεπζπλφκελν γξάθν G(V,E) κε n θφκβνπο, φπνπ n=|V| θαη k παίθηεο, 

φπνπ k < n.  Η απφζηαζε κεηαμχ θφκβσλ ζπκβνιίδεηαη κε d : V x V → N ∪ *∞}, θαη 

ηζνχηαη κε ην ειάρηζην πιήζνο αθκψλ ζε έλα δηαζπλδεδεκέλν κνλνπάηη, αιιηψο ηζνχηαη 

κε άπεηξν αλ νη θνξπθέο δελ είλαη δηαζπλδεδεκέλεο.  Σν ζεη ζηξαηεγηθήο θάζε παίθηε 

είλαη V.  Έλα πξνθίι ζηξαηεγηθήο k παηθηψλ είλαη έλα δηάλπζκα f = (f1, . . . ,fk) ην 

νπνίν ζπλδέεη θάζε παίθηε ζε έλα θφκβν.  Γηα θάζε θφκβν – πειάηε v∈V ε απφζηαζε 

απφ ηελ θνληηλφηεξε θνξπθή - παίθηε δειψλεηαη σο d(v, f) := minfi d(v,fi).    
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Έπεηηα νη πειάηεο αλαηίζεληαη ζηηο θνληηλφηεξεο θνξπθέο ηνπο.  Γειαδή, ην πξνθίι 

ζηξαηεγηθήο f θαζνξίδεη ηε γεληθεπκέλε δηακέξηζε {F1, . . ,Fk}, φπνπ γηα θάζε παίθηε   

1 ≤ i ≤ k θαη θάζε θφκβν v∈V: 

Fi,v = 
|),(minarg|

1

jj fvd
 αλ d(v,fi) = d(v,f) 

αιιηψο,  

Fi,v = 0 

Ωο Fi δειψλεηαη ην θειιί Voronoi ηνπ παίθηε i θαη ε αθηίλα ηνπ σο maxv d(v, fi). 

 Κάζε παίθηεο επηιέγεη έλαλ θφκβν απφ ην ζχλνιν θφκβσλ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ γξάθνπ.  

Έπεηηα ζε θάζε παίθηε αλαηίζεληαη νη θνληηλφηεξνη ζ‘ απηφλ θφκβνη ηνπ γξάθνπ.  Αλ ε 

ίδηα θνξπθή αληηζηνηρεί ζε πεξηζζφηεξνπο παίθηεο, ηφηε ε αλάζεζε ηεο θνξπθήο 

κνηξάδεηαη δηά ηνλ αξηζκφ ησλ παηθηψλ ζηνπο νπνίνπο αληηζηνηρεί.  Σν κέπδορ θάζε 

παίθηε θαζνξίδεηαη απφ ην πιήζνο θνξπθψλ πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ θαζέλα, pi := 
Vv

viF ,  

  Σν κοινυνικό κόζηορ ηνπ πξνθίι ζηξαηεγηθήο f θαζνξίδεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ 

απνζηάζεσλ φισλ ησλ θνξπθψλ - παηθηψλ πξνο ηνλ θνληηλφηεξν ηνπο θφκβν – πειάηε,    

cost(f) := 
Vv

fvd ),(  

 

Παξαδείγκαηα πξνθίι ζηξαηεγηθήο ζε γξάθνπο θαίλνληαη πην θάησ.   
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Παπάδειγμα 1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.3 – Παξάδεηγκα 1: Πξνθίι ζηξαηεγηθήο ελφο γξάθνπ  

κε ην αληίζηνηρν θέξδνο θάζε παίθηε. 

 

΢ην παξάδεηγκα ηνπ ΢ρήκαηνο 2.3 παξνπζηάδεηαη ην πξνθίι ζηξαηεγηθήο ελφο γξάθνπ 

κε 3 παίθηεο, φπνπ θάζε παίθηεο παξνπζηάδεηαη κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα, κπιε, θφθθηλν, 

πξάζηλν, ζηνπο θφκβνπο κε καχξε ηειεία 5,6 θαη 7 αληίζηνηρα.  Όπσο έρεη 

πξναλαθεξζεί, ζε θάζε παίθηε αλαηίζεληαη νη θνληηλφηεξεο ζ‘ απηφλ θνξπθέο ηνπ 

γξάθνπ. 

 

Μπιε Παίθηεο:   

 Ο θφκβνο 5 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ, κε κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ. 

 Ο θφκβνο 2 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ θαζψο έρεη ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε 

απφ ηνλ κπιε παίθηε, ε νπνία είλαη 1, ελψ απφ ηνπο άιινπο δχν παίθηεο ε 

απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 2 είλαη ηνπιάρηζηνλ 2 θαη 3 αληίζηνηρα. 

 Ο θφκβνο 3 ηνπ αλήθεη θαηά ην ήκηζπ θαζψο απέρεη θαηά 1, ηφζν απφ ηνλ 

παίθηε 5 φζν θαη απφ ηνλ παίθηε 6 θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

 Ο θφκβνο 1 ηνπ αλήθεη θαηά ην 1/3, θαζψο ν θφκβνο 1 απέρεη κε ηελ ίδηα 

απφζηαζε θαη απφ ηνπο 3 παίθηεο θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

΢πλνιηθφ θέξδνο κπιε παίθηε: 1+1+1/2+1/3 = 17/6 
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Κφθθηλνο Παίθηεο:   

 Ο θφκβνο 6 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ, κε κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ. 

 Ο θφκβνο 3 ηνπ αλήθεη θαηά ην ήκηζπ θαζψο απέρεη θαηά 1, ηφζν απφ ηνλ 

παίθηε 5 φζν θαη απφ ηνλ παίθηε 6 θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

 Ο θφκβνο 1 ηνπ αλήθεη θαηά ην 1/3, θαζψο ν θφκβνο 1 απέρεη κε ηελ ίδηα 

απφζηαζε θαη απφ ηνπο 3 παίθηεο θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

΢πλνιηθφ θέξδνο θφθθηλνπ παίθηε: 1+1/2+1/3 = 11/6 

 

 

Πξάζηλνο Παίθηεο:  

 Ο θφκβνο 7 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ, κε κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ. 

 Ο θφκβνο 4 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ θαζψο έρεη ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε 

απφ ηνλ πξάζηλν παίθηε, ε νπνία είλαη 1, ελψ απφ ηνπο άιινπο δχν παίθηεο 

ε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 4 είλαη ηνπιάρηζηνλ 2 θαη 3 αληίζηνηρα. 

 Ο θφκβνο 1 ηνπ αλήθεη θαηά ην 1/3, θαζψο ν θφκβνο 1 απέρεη κε ηελ ίδηα 

απφζηαζε θαη απφ ηνπο 3 παίθηεο θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

΢πλνιηθφ θέξδνο πξάζηλνπ παίθηε: 1+1+1/3 = 14/6 
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Παπάδειγμα 2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢σήμα 2.4 – Παξάδεηγκα 2: Πξνθίι ζηξαηεγηθήο ελφο γξάθνπ κε ην αληίζηνηρν θέξδνο 

θάζε παίθηε. 

 

΢ην παξάδεηγκα ηνπ ΢ρήκαηνο 2.4 παξνπζηάδεηαη ην πξνθίι ζηξαηεγηθήο ελφο γξάθνπ 

κε 3 παίθηεο, φπνπ θάζε παίθηεο παξνπζηάδεηαη κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα, κπιε, θφθθηλν, 

πξάζηλν, ζηνπο θφκβνπο κε καχξε ηειεία, κε αξηζκφ 5,3 θαη 7 αληίζηνηρα.  Όπσο έρεη 

πξναλαθεξζεί, ζε θάζε παίθηε αλαηίζεληαη νη θνληηλφηεξεο ζ‘ απηφλ θνξπθέο ηνπ 

γξάθνπ. 

 

 

Μπιε Παίθηεο:   

 Ο θφκβνο 5 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ, κε κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ. 

 Ο θφκβνο 2 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ θαζψο έρεη ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε 

απφ ηνλ κπιε παίθηε, ε νπνία είλαη 1, ελψ απφ ηνπο άιινπο δχν παίθηεο ε 

απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 2 είλαη ηνπιάρηζηνλ 2 θαη 3 αληίζηνηρα. 

 Ο θφκβνο 6 ηνπ αλήθεη θαηά ην 1/3, θαζψο ν θφκβνο 6 απέρεη κε ηελ ίδηα 

απφζηαζε θαη απφ ηνπο 3 παίθηεο θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

΢πλνιηθφ θέξδνο κπιε παίθηε: 1+1+1/3 = 14/6 
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Κφθθηλνο Παίθηεο:   

 Ο θφκβνο 3 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ, κε κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ. 

 Ο θφκβνο 1 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ θαζψο έρεη ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε 

απφ ηνλ θφθθηλν παίθηε, ε νπνία είλαη 1, ελψ απφ ηνπο άιινπο δχν παίθηεο 

ε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 1 είλαη ηνπιάρηζηνλ 2. 

 Ο θφκβνο 6 ηνπ αλήθεη θαηά ην 1/3, θαζψο ν θφκβνο 6 απέρεη κε ηελ ίδηα 

απφζηαζε θαη απφ ηνπο 3 παίθηεο θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

΢πλνιηθφ θέξδνο θφθθηλνπ παίθηε: 1+1+1/3 = 14/6 

 

 

Πξάζηλνο Παίθηεο:  

 Ο θφκβνο 7 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ, κε κεδεληθή απφζηαζε απφ ηνλ 

εαπηφ ηνπ. 

 Ο θφκβνο 4 ηνπ αλήθεη εμ‘ νινθιήξνπ θαζψο έρεη ηελ κηθξφηεξε απφζηαζε 

απφ ηνλ πξάζηλν παίθηε, ε νπνία είλαη 1, ελψ απφ ηνπο άιινπο δχν παίθηεο 

ε απφζηαζε απφ ηνλ θφκβν 4 είλαη ηνπιάρηζηνλ 2 θαη 3 αληίζηνηρα. 

 Ο θφκβνο 6 ηνπ αλήθεη θαηά ην 1/3, θαζψο ν θφκβνο 1 απέρεη κε ηελ ίδηα 

απφζηαζε θαη απφ ηνπο 3 παίθηεο θαη ζπλεπψο ηνλ κνηξάδνληαη. 

΢πλνιηθφ θέξδνο πξάζηλνπ παίθηε: 1+1+1/3 = 14/6 
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Τπελζπκίδεηαη φηη ηζνξξνπία Nash έρνπκε ζηελ πεξίπησζε φπνπ θαλέλαο παίθηεο δελ 

κπνξεί λα απμήζεη κνλνκεξψο ην θέξδνο ηνπ αιιάδνληαο ζηξαηεγηθή. 

 

Θεώπημα 1 [5] 

Σν θέξδνο pi  θάζε παίθηε i ζε κία ηζνξξνπία Nash ζε γξάθν είλαη κεηαμχ: 

k

2n
p

2
i 

k

n
 

φπνπ n ην πιήζνο ησλ θφκβσλ θαη k ην πιήζνο ησλ παηθηψλ.  

 

Δπίζεο, 

 

Θεώπημα 2 [5] 

΢ε έλα γξάθν: 

To κέγηζην θέξδνο πνπ κπνξεί λα ππάξμεη είλαη : p 

Tν ειάρηζην θέξδνο πνπ κπνξεί λα ππάξμεη είλαη : 
2

p
 

Αλ φινη νη παίθηεο έρνπλ ην ίδην θέξδνο, ηφηε ην θέξδνο είλαη αθξηβψο 
k

n
 κηαο θαη φια 

ηα θέξδε ησλ παηθηψλ αζξνίδνληαη ζε n.  ΢ε δηαθνξεηηθή πεξίπησζε, ππάξρεη 

ηνπιάρηζηνλ έλαο παίθηεο πνπ θεξδίδεη ιηγφηεξν απφ 
k

n
 θαη ζπλεπψο θάπνηνο άιινο 

πνπ θεξδίδεη πεξηζζφηεξν απφ 
k

n
.  
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΢σήμα 2.5 – Παξάδεηγκα γξάθνπ κε 2 παίθηεο ζην νπνίν δελ έρνπκε ηζνξξνπία. 

 

 

Η χπαξμε ηζνξξνπίαο εμαξηάηαη απφ ηνλ ίδην γξάθν θαη ηνλ αξηζκφ ησλ παηθηψλ.  Έρεη 

δσζεί  έλαο απιφο γξάθνο, ν νπνίνο δελ επηηξέπεη ηελ ηζνξξνπία Nash, αθφκα θη φηαλ 

ππάξρνπλ κφλν 2 παίθηεο ζην παηγλίδη [5].  Σν πην πάλσ παξάδεηγκα, ζην ΢ρήκα 2.5, 

παξνπζηάδεη αθξηβψο απηφ ην πξνθίι ζηξαηεγηθήο, ελφο απινχ γξάθνπ κε 2 παίθηεο 

(κπιε παίθηεο θαη θφθθηλνο παίθηεο) ζην νπνίν δελ έρνπκε ηζνξξνπία.  ΢ηελ ζπλέρεηα 

βξίζθνπκε ην θέξδνο θάζε παίθηε, ΢ρήκα 2.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.6 – ζπλέρεηα πξνεγνχκελνπ παξαδείγκαηνο κε θέξδε παηθηψλ 

 

Ο κπιε παίθηεο έρεη θέξδνο 4.  Ο θφθθηλνο παίθηεο έρεη θέξδνο 5, δειαδή πεξηζζφηεξν 

απφ ηνπο κηζνχο θφκβνπο (n/2).  Αθνχ ην ζπλνιηθφ θέξδνο θαη ησλ 2 παηθηψλ καδί 

ηζνχηαη κε 9, ηφηε θαίλεηαη πσο δελ ππάξρεη ηζνξξνπία Nash ζην ζπγθεθξηκέλν γξάθν. 
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Αιιάδνληαο ηελ ζηξαηεγηθή ηνπ ν κπιε παίθηεο κπνξεί λα απμήζεη ην θέξδνο ηνπ.  Ο 

κπιε παίθηεο θαηαιακβάλεη ηνλ θφκβν 5, αληί ηνλ θφκβν 2 ηεο πξνεγνχκελεο 

πεξίπησζεο, βιέπε ζρήκα 2.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.7 – ζπλέρεηα πξνεγνχκελνπ παξαδείγκαηνο κε αιιαγή ζηξαηεγηθήο  

γηα ηνλ κπιε παίθηε 

 

΢ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ην θέξδνο θάζε παίθηε, ΢ρήκα 2.8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.8 – θέξδε παηθηψλ κεηά ηελ αιιαγή ζηξαηεγηθήο γηα ηνλ κπιε παίθηε 

 

Ο κπιε παίθηεο έρεη θέξδνο 4,5 (αχμεζε θέξδνπο κεηά ηελ αιιαγή ζηξαηεγηθήο). 

Ο θφθθηλνο παίθηεο έρεη θέξδνο 4,5. 

Αθνχ ν κπιε παίθηεο κπνξεί λα απμήζεη ην θέξδνο ηνπ κε αιιαγή ζηξαηεγηθήο (ην 

νπνίν κπνξεί λα επαλαιακβάλεηαη), θαίλεηαη θαζαξά φηη ν ζπγθεθξηκέλνο γξάθνο κε 2 

παίθηεο δελ έρεη ηζνξξνπία.  ΢ηελ ηνπνζέηεζε απηή, έρεη απνδεηρζεί [5] φηη,  κε 
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νπνηαδήπνηε ηνπνζέηεζε, πάληνηε ζα ππάξρεη κία ζέζε ησλ δχν παηθηψλ φπνπ ν έλαο 

ζα κπνξεί λα απμήζεη ην θέξδνο ηνπ. 

 

2.2.1  Σίμημα Αναπσίαρ και Σίμημα ΢ηαθεπόηηηαρ 

 

Οη πην δεκνθηιείο ζεσξίεο απφδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ έρνπκε είλαη ην ηίμημα 

αναπσίαρ [13] θαη ην ηίμημα ζηαθεπόηηηαρ  [3].  To ηίκεκα αλαξρίαο θαζνξίδεηαη απφ 

ην ιφγν κεηαμχ ηεο ρεηξφηεξεο αληηθεηκεληθήο ηηκήο ηεο ηζνξξνπίαο ζην παηγλίδη θαη 

ηεο ηηκήο κηαο βέιηηζηεο ιχζεο.  Αληίζεηα, ην ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο θαζνξίδεηαη απφ ην 

ιφγν κεηαμχ ηεο θαιχηεξεο αληηθεηκεληθήο ηηκήο ηεο ηζνξξνπίαο ζην παηγλίδη θαη ηεο 

ηηκήο κηαο βέιηηζηεο ιχζεο.   

 Σν κοινυνικό κόζηορ διαθοποποίηζηρ θαζνξίδεηαη απφ ηνλ ιφγν κεηαμχ ηεο 

ρεηξφηεξεο θαη ηεο θαιχηεξεο γλήζηαο ηζνξξνπίαο Nash.  Τπελζπκίδεηαη φηη ην πξνθίι 

ζηξαηεγηθήο ∈V
k
 απνηειεί γνήζια ιζοπποπία Nash φηαλ θάζε παίθηεο επηιέγεη ζέζε 

ληεηεξκηληζηηθά θαη θαλέλαο απφ απηνχο δελ κπνξεί λα απμήζεη κνλνκεξψο ην θέξδνο 

ηνπ κε αιιαγή ζηξαηεγηθήο. 

Οη πξναλαθεξφκελεο ηηκέο απφδνζεο θαίλνληαη δηαγξακκαηηθά ζην πην θάησ ΢ρήκα, 

2.9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.9  
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Θεώπημα 3 [5] 

Η απφθαζε χπαξμεο ηζνξξνπίαο Nash ζε γεληθεπκέλνπο γξάθνπο κε απζαίξεην πιήζνο 

παηθηψλ είλαη NP-δχζθνιε.   

 

Η απφδεημε έγηλε κε αλαγσγή ζε γλσζηφ NP-πιήξεο πξφβιεκα, ην πξφβιεκα 3-

ΓΙΑΜΟΙΡΑ΢Η [10]. 

 

2.3  Παίγνια Voronoi ζε κςκλικό μη καηεςθςνόμενο γπάθο 

 

΢ην ζεκείν απηφ γίλεηαη έξεπλα ζηα παίγληα ζε κε θαηεπζπλφκελνπο γξάθνπο θαη ηελ 

εμεχξεζε ηζνξξνπίαο ζε απηνχο. 

 

2.3.1  Πποθίλ και Ιζοπποπίερ Nash 

 

Δλψ θαλνληθά, φπσο πξναλαθέξζεθε,  ην παηγλίδη παίδεηαη ζε αθαηεχζπλην θπθιηθφ 

γξάθν G(V,E), δίλεηαη  κηα απζαίξεηε κνληεινπνίεζε ηνπ παηγληδηνχ γηα επθνιία [5].  

Με u0, . . . ,ul-1 ζπκβνιίδνληαη νη θνξπθέο ηνπ γξάθνπ πνπ επηιέγνληαη απφ k παίθηεο ζε 

έλα πξνθίι ζηξαηεγηθήο f κε  

l < k, φπνπ ε αξίζκεζε γίλεηαη αλάινγα κε ηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ηνπ θχθινπ.  Γηα θάζε 

j∈Zl, ζεσξνχκε ην cj ≥ 1 σο ην πιήζνο ησλ παηθηψλ πνπ επηιέγνπλ ηελ θνξπθή uj θαη ην 

dj ≥ 1 σο ην κήθνο ηνπ θαηεπζπληνχ κνλνπαηηνχ απφ ην uj ζην uj+1 ζχκθσλα κε ηε θνξά 

ηνπ θχθινπ.  Σν πξνθίι ζηξαηεγηθήο θαζνξίδεηαη απφ ηνπο αξηζκνχο 2l κέρξη ηελ 

κεηαθίλεζε ησλ παηθηψλ.  Αλαθνξηθά κε ηελ απφζηαζε, έρνπκε dj = 1 + 2αj + bj, γηα 0 ≤ 

bj ≤ 1, φπνπ ην 2αj + bj αληηζηνηρεί ζην πιήζνο ησλ θφκβσλ πνπ βξίζθνληαη κεηαμχ ησλ 

θνξπθψλ uj θαη uj+1.  Γειαδή, αλ bj = 1, ηφηε ππάξρεη έλαο θφκβνο κεηαμχ, ζε ίζεο 

απνζηάζεηο, απφ ηηο θνξπθέο uj θαη uj+1.  ΢χκθσλα κε ηα πην πάλσ, ην θέξδνο ηνπ παίθηε 

i ζηελ θνξπθή uj είλαη: 

 

pi := 
1

11-j 1

1

b











 jj

j

j

jj

jj cc

b

c

aa

cc
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Θεώπημα 4 [15] 

Γεδνκέλνπ ελφο πξνθίι ζηξαηεγηθήο, έζησ γ ην ειάρηζην θέξδνο κεηαμχ φισλ ησλ 

παηθηψλ, δειαδή γ := min { pi | 1 ≤ i ≤ k }.  To πξνθίι απηφ είλαη κία ηζνξξνπία Nash 

αλ θαη κφλν αλ, γηα θάζε j∈Zl ηζρχνπλ ηα εμήο: 

1. cj ≤ 2 

2. dj ≤ 2γ 

3. Αλ ci ≠ ci+1 ηφηε ⌊2γ⌋ είλαη πεξηηηφ 

4. Aλ cj = 1 θαη dj-1 = dj =2γ ηφηε ην 2γ είλαη πεξηηηφ 

5. Aλ cj = cj+1 = 1 θαη di-1 + di = di+1 = 2γ ηφηε ην 2γ είλαη πεξηηηφ 

6. Aλ cj = cj-1 = 1 θαη di-1 = di + di+1 = 2γ ηφηε ην 2γ είλαη πεξηηηφ 

 

 

Πην θάησ, ζην ΢ρήκα 2.10, παξνπζηάδεηαη έλα παξάδεηγκα κε θαηεπζπλφκελνπ 

θπθιηθνχ γξάθνπ κε 2 παίθηεο (κπιε παίθηεο θαη θφθθηλνο παίθηεο). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

΢σήμα 2.10 – Παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ κε 2 παίθηεο 

 

 
΢ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ην θέξδνο θάζε παίθηε.  Η ζέζε ηνπ παίθηε δηαθξίλεηαη κε 

κία καχξε ηειεία ζην εζζσηεξηθφ ηνπ θφκβνπ θαη νη θφκβνη πνπ αληηζηνηρνχλ ζην 

θέξδνο θάζε παίθηε έρνπλ ην ρξψκα ηνπ παίθηε.  Σν θέξδνο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 2.11. 
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΢σήμα 2.11 – ΢πλέρεηα πξνεγνχκελνπ παξαδείγκαηνο κε ηα θέξδε ησλ παηθηψλ. 

 

Κέξδνο κπιε παίθηε: 1+1+1/2+1/2 = 3 

Κέξδνο θφθθηλνπ παίθηε: 1+1+1/2+1/2 = 3 

 

Με ηνλ φξν δςναμικό βέληιζηηρ ανηίδπαζηρ ελλννχκε ηελ αχμεζε ηνπ θέξδνπο ηνπ 

παίθηε κε ηελ κεηαθίλεζε ηνπ, δειαδή κε ηελ αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ.  Γειαδή, ν 

παίθηεο κπνξεί λα ζπλερίζεη λα κεηαθηλείηαη γηα πάληα, κε ην θέξδνο ηνπ λα απμάλεηαη, 

ρσξίο λα θαηαιήμεη ζε ηζνξξνπία. 

΢ην πην θάησ ζρήκα  2.12 παξνπζηάδεηαη έλα παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ, φπνπ ην 

δπλακηθφ βέιηηζηεο αληίδξαζεο κπνξεί λα επαιακβάλεηαη γηα πάληα.   

Π.ρ. ζηελ πξψηε πεξίπησζε, αξρηθά ην θέξδνο ηνπ παίθηε πάλσ δεμηά είλαη 1
6

5
, ελψ 

φηαλ κεηαθηλεζεί ζηνλ θφκβν ακέζσο αξηζηεξά ηνπ ην θέξδνο ηνπ απμάλεηαη ζε 2. 

 

΢σήμα 2.12 – Παξάδεηγκα γξάθνπ φπνπ ε δπλακηθή βέιηηζηεο απάληεζεο δελ 

ζπγθιίλεη 
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Θεώπημα 5 [5] 

΢ηνπο θπθιηθνχο γξάθνπο, ην δπλακηθφ βέιηηζηεο αληίδξαζεο δελ ζπγθιίλεη ζε γλήζηα 

ηζνξξνπία Nash.   

 

 

Ωζηφζν, ην δπλακηθφ βέιηηζηεο αληίδξαζεο ζπγθιίλεη ζε γλήζηα ηζνξξνπία Nash γηα 

κία παξαιιαγή ηνπ παηγληδηνχ Voronoi. H παξαιιαγή απηή είλαη ίδηα κε ηελ 

πξναλαθεξφκελε ησλ θπθιηθψλ γξάθσλ κε ηε δηαθνξά φηη νη παίθηεο πνπ είλαη 

ηνπνζεηεκέλνη ζηνλ ίδην θφκβν έρνπλ θέξδνο κεδέλ. 

 
Γεδνκέλνπ φηη ππάξρεη ε ηζνξξνπία Nash, κειεηείηαη ην θνηλσληθφ θφζηνο ηεο 

ηζνξξνπίαο Nash θαη θαηά πφζν δηαθνξνπνηείηαη γηα θάζε γξάθν.   

 

Σν κοινυνικό κόζηορ ελφο πξνθίι ζηξαηεγηθήο f [5] δίλεηαη απφ ηνλ εμήο ηχπν: 

cost(f) := 
Vv

fvd ),(  

Σο κοινυνικό κόζηορ διαθοποποίηζηρ ηνπ παηγληδηνχ νξίδεηαη απφ: 

 )' cost(f

 cost(f)
 

γηα φιεο ηηο ηζνξξνπίεο Nash f θαη f’. 

 

΢ε πεξηπηψζεηο κε ζπλδεδεκέλσλ γξάθσλ, ην θνηλσληθφ θφζηνο θαη ην θνηλσληθφ 

θφζηνο δηαθνξνπνίεζεο κπνξνχλ λα πάξνπλ ηηκή άπεηξν.  Η κειέηε έρεη γίλεη κφλν γηα 

ζπλδεδεκέλνπο γξάθνπο φκσο. 

 

 

 

Θεώπημα 6 [5] 

Τπάξρνπλ ζπλδεδεκέλνη γξάθνη ζηνπο νπνίνπο ην θνηλσληθφ θφζηνο δηαθνξνπνίεζεο 

είλαη Ω( kn / ) θαη Ο( nk ), φπνπ n ην πιήζνο ησλ θφκβσλ θαη k ην πιήζνο ησλ 

παηθηψλ. 
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΢σήμα 2.13 – Παξάδεηγκα γξάθνπ κε πςειφ θνηλσληθφ θφζηνο δηαθνξνπνίεζεο 

 

Σν ζπλνιηθφ πιήζνο θφκβσλ ηνπ γξάθνπ ζην παξάδεηγκα ηνπ ΢ρήκαηνο 2.13 είλαη  

n = k (2a + b +2). 

Σφζν ην πξνθίι ζηξαηεγηθήο f φζν θαη ην πξνθίι ζηξαηεγηθήο f‘ απνηεινχλ ηζνξξνπίεο 

Nash. 

Κνηλσληθφ θφζηνο ηνπ πξνθίι ζηξαηεγηθήο f = Θ(kb+ka
2
) 

Κνηλσληθφ θφζηνο ηνπ πξνθίι ζηξαηεγηθήο f‗ = Θ(kab+ka
2
) 

 

Ο ιφγνο κεηαμχ ησλ 2 καο δίλεη Θ(a) = Θ( kn / ).  

Κνηλσληθφ θφζηνο δηαθνξνπνίεζεο: Ω( kn / ) θαη Ο( nk ). 



26 

 

2.3.2  Υαπακηηπιζμόρ Ιζοπποπίαρ Nash 

 

O ραξαθηεξηζκφο ησλ ηζνξξνπηψλ Nash ζηελ έξεπλα πνπ πξνεγήζεθε [5] απνδείρζεθε 

ιαλζαζκέλνο θαη απαηηνχζε θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο. 

Δηο βάζνπο έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε αξγφηεξα, φπνπ φια ηα εξσηήκαηα γχξσ απφ ηελ 

ηζνξξνπία Nash ζηα παίγληα Voronoi ζε θπθιηθνχο γξάθνπο έρνπλ δηεπζεηεζεί [15].  

Έρεη δσζεί ν αθξηβήο ραξαθηεξηζκφο,  ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ χπαξμε 

ηζνξξνπίαο θαζψο θαη ην ηίκεκα αλαξρίαο θαη ζηαζεξφηεηαο.   

Γεληθά, έλα παίγλην Voronoi ζε θπθιηθφ γξάθν, ραξαθηεξίδεηαη απφ ην πιήζνο ησλ 

θφκβσλ n θαη ην πιήζνο ησλ παηθηψλ k.   

Σν κνληέιν απνηειείηαη απφ έλα ζπλδεδεκέλν αθαηεχζπλην θπθιηθφ γξάθν G=(V,E) 

θαη ην πιήζνο ησλ παηθηψλ k, φπνπ k∈N και k≤|V|.  Δπίζεο ππνζέηνπκε φηη k≤n, εθηφο 

θαη αλ πξφθεηηαη γηα ηεηξηκκέλε δνκή.  Σν ζεη ζηξαηεγηθήο θάζε παίθηε είλαη V θαη ην 

ζεη ησλ πξνθίι ζηξαηεγηθήο είλαη S:=V
k
.  Γηα θάζε θφκβν v∈V έχουμε τε ζπλάξηεζε:  

Fv := S → 2[k] ,   Fv (x) := arg mini∈[k] dist(v , si) 

φπνπ θάζε θφκβνο αλαηίζεηαη ζην ζχλνιν ησλ θνληηλφηεξσλ παηθηψλ.   

Σν θέξδνο ελφο παίθηε i ζε έλα πξνθίι ζηξαηεγηθήο s είλαη:  

ui (s) := ∑ v ∈V :i∈Fv (s) 

|(s) Fv|

1
 

                                    

 

 

Σν άξζξν εζηηάδεη ζηελ ιζοπποπία Nash [16], φπνπ θαλέλαο παίθηεο δελ κπνξεί λα 

απμήζεη κνλνκεξψο ην θέξδνο ηνπ αιιάδνληαο ζηξαηεγηθή.  ΢πλεπψο, s∈S είλαη 

ηζνξξνπία Nash αλ θαη κφλν αλ γηα θάζε i∈[k] θαη θάζε si’∈V ηζρχεη φηη: 

 ui (s-i , si’) ≤ ui (s).   

 

Παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ ζην νπνίν έρνπκε ηζνξξνπία θαίλεηαη πην θάησ: 
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΢σήμα 2.14 – Ιζνξξνπία ζε θπθιηθφ γξάθν 

 

΢ην ΢ρήκα 2.14, βιέπνπκε έλα παξάδεηγκα ηζνξξνπίαο ζε θπθιηθφ γξάθν κε 6 θφκβνπο 

θαη 2 παίθηεο (κπιε παίθηεο θαη θφθθηλνο παίθηεο).  Η πεξίπησζε 2 παηθηψλ δίλεη ζε 

θάζε παίθηε θέξδνο ίζν κε n/k.  ΢ηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ην θέξδνο θάζε παίθηε 

ηζνχηαη κε 6/2=3.   

΢ην ΢ρήκα 2.15 θαίλεηαη ζρεκαηηθά φηη ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα απνηειεί 

παξάδεηγκα ηζνξξνπίαο. 

 

΢σήμα 2.15 – Ιζνξξνπία ζε θπθιηθφ γξάθν. Αιιαγή ζηξαηεγηθήο κπιε παίθηε.   

Σα ηφμα ζπκβνιίδνπλ ηελ λέα ζέζε ηνπ κπιε παίθηε. 

 

΢ην ΢ρήκα 2.15 βιέπνπκε ζρεκαηηθά ηελ αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ κπιε παίθηε.  Η 

πξψηε πεξίπησζε απνηειεί ηελ αξρηθή πεξίπησζε, φπνπ νη 2 παίθηεο ηζαπέρνπλ ν έλαο 

απφ ηνλ άιιν θαη ην θέξδνο θαη ησλ 2 ηζνχηαη κε 3.  ΢ηελ δεχηεξε πεξίπησζε, έρνπκε 

ηελ πξψηε κεηαθίλεζε ηνπ κπιε παίθηε ζην ζεκείν φπνπ δείρλεη ην ηφμν.  Σν θφζηνο 

ησλ 2 παηθηψλ παξακέλεη ην ίδην θαη εμαθνινπζεί λα ηζνχηαη κε 3.  ΢ηελ ηξίηε 

πεξίπησζε, έρνπκε ηε δεχηεξε κεηαθίλεζε ηνπ κπιε παίθηε ζην ζεκείν φπνπ δείρλεη ην 

ηφμν. Σν θφζηνο ησλ 2 παηθηψλ παξακέλεη ην ίδην θαη εμαθνινπζεί λα ηζνχηαη κε 3.  
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΢ηελ ηέηαξηε πεξίπσζε, ν παίθηεο κεηαθηλείηαη ζηνλ θφκβν ηνπ θφθθηλνπ παίθηε θαη 

ζπλεπψο έρνπκε θαη ηνπο 2 παίθηεο ζηνλ ίδην θφκβν. Γηα ην ιφγν απηφ κνηξάδνληαη 

φινπο ηνπο θφκβνπο ηνπ γξάθνπ παίξλνληαο ίζν κεξίδην απφ ηνλ θαζέλα.  Καη ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε ην θφζηνο ησλ 2 παηθηψλ παξακέλεη 3.  Οη πεξηπηψζεηο πνπ αθνξνχλ ην 

δεμηφ εκηζθαίξην ηνπ θπθιηθνχ γξάθνπ δελ ρξεηάδεηαη λα αλαιπζνχλ ζρεκαηηθά γηαηί 

παξνπζηάδνπλ ηα ίδηα απνηειέζκαηα κε απηά  ηνπ αξηζηεξνχ εκηζθαηξίνπ πνπ 

δείρζεθαλ ζηηο πεξηπηψζεηο 2 θαη 3 (επεηδή πξφθεηηαη γηα θχθιν).   

Σα ίδηα απνηειέζκαηα ιακβάλνπκε θαη γηα ηηο αληίζηνηρεο κεηαθηλήζεηο ηνπ θφθθηλνπ 

παίθηε.  Η κεηαθίλεζε ελφο παίθηε κε βάζε ηελ αξρηθή ηνπ ζέζε (αιιαγή ζηξαηεγηθήο 

ηνπ), δελ ηνπ απμάλεη κνλνκεξψο ην θέξδνο ηνπ.  Δίδακε φηη ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ην 

θέξδνο γηα θάζε παίθηε είλαη 3.  Γηα ην ιφγν απηφ, ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα 

απνηειεί ηζνξξνπία. 

 

2.3.2.1  Σίμημα Αναπσίαρ και Σίμημα ΢ηαθεπόηηηαρ 

 

΢ηελ ηζνξξνπία Nash, ηίζεηαη ην εμήο εξψηεκα: «Αλ ζε έλα παηγλίδη ππάξρεη πξνθίι 

ηζνξξνπίαο Nash, ζε πνην βαζκφ κπνξεί ην θνηλσληθφ θφζηνο λα κεησζεί, ιφγσ ηεο 

εγσηζηηθήο ζπκπεξηθνξάο ηνπ παίθηε;»  Γηα ην εξψηεκα απηφ, έρνπλ πξνηαζεί πνιιέο 

κεηξηθέο, κεηαμχ ησλ νπνίσλ ην ηίμημα αναπσίαρ [13] θαη ην ηίμημα ζηαθεπόηηηαρ 

[3], πνπ αλαθέξζεθαλ θαη ζηελ ελφηεηα 2.2.1. 

 

Σν κοινυνικό κόζηορ (SC) δίλεηαη απφ ηνλ εμήο ηχπν:  

SC(s) := ∑ v ∈V min i∈[k]{dist(v , si )} 

 

Η βέληιζηη λύζη (OPT) δίλεηαη απφ ηνλ εμήο ηχπν:  

ΟΡΣ := mins∈S {SC(s)} 

 

 

Σν ηίμημα αναπσίαρ (PoA) [13] δίλεηαη απφ ην ιφγν ηεο ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο 

κεηαμχ ηεο ηζνξξνπίαο Nash (Ι.Ν. – Ιζνξξνπία Nash) θαη ηεο βέιηηζηεο ηηκήο (OPT).  

PoA := max s είλαη ΙN   

OPT

SC(s)
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To ηίμημα ζηαθεπόηηηαρ (PoS) [3] δίλεηαη απφ ην ιφγν ηεο θαιχηεξεο πεξίπησζεο 

κεηαμχ ηεο ηζνξξνπίαο Nash (Ι.Ν. – Ιζνξξνπία Nash) θαη ηεο βέιηηζηεο ηηκήο (OPT).  

PoS := min s είλαη  ΙN   

OPT

SC(s)
 

 

Να ζεκεησζεί φηη γηα ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο ιφγνπο ηζρχνπλ ηα εμήο: 

 0  =1 

0 

 x  = ∞  (γηα νπνηνδήπνηε x>0) 

0 

 

Πην θάησ, ζην ΢ρήκα 2.16 παξνπζηάδεηαη έλα παξάδεηγκα ηζνξξνπίαο Nash φπνπ ην 

θνηλσληθφ είλαη κεδέλ (ιφγσ ηνπ φηη φιεο νη απνζηάζεηο είλαη κεδεληθέο). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

΢σήμα 2.16 – Ιζνξξνπία κε κεδεληθφ θνηλσληθφ θφζηνο. 
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Πην θάησ, ζην ΢ρήκα 2.17, παξνπζηάδεηαη έλα παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ κε 8 

θφκβνπο θαη 6 παίθηεο. Κάζε παίθηεο παξνπζηάδεηαη κε δηαθνξεηηθφ ρξψκα.  Παίθηεο 

ππάξρνπλ ζηνπο θφκβνπο κε έληνλε καχξε ηειεία.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢σήμα 2.17 – Παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ κε ην θέξδνο θάζε παίθηε. 

 

΢χκθσλα κε ην ζρήκα 2.17 έρνπκε ηηο εμήο ηηκέο γηα ην θνηλσληθφ θφζηνο (SC) θαη ηε 

βέιηηζηε ιχζε (OPT): 

SC = 3, 

OPT = 2. 
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Παξέρεηαη επίζεο έλαο ηζρπξφο ραξαθηεξηζκφο ηεο Ιζνξξνπίαο Nash γηα ηα παίγληα 

Voronoi ζε θπθιηθνχο γξάθνπο κε n∈N θφκβνπο θαη k∈[n ] παίθηεο [15]. 

 

 

 

    

   

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.18 – Παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ 

 

Όπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρήκα 2.18, κε ζ0, ζ1, ..., ζl  αλαπαξηζηνχληαη νη θξαηεκέλνη κε 

παίθηε/παίθηεο θφκβνη ηνπ γξάθνπ, κε ηελ αξίζκεζε λα πξνρσξά αληίζηξνθα απφ ηε 

θνξά ηνπ ξνινγηνχ.   

Η απφζηαζε ηνπ ελφο θξαηεκέλνπ κε παίθηε θφκβνπ απφ ηνλ επφκελν νξίδεηαη απφ ην  

di = dist (ζi , ζi+1).  Π.ρ. ζην πην πάλσ ζρήκα, ε απφζηαζε ηνπ θφκβνπ ζ0 απφ ηνλ θφκβν 

ζ1 ζπκβνιίδεηαη κε d0 θαη ηζνχηαη κε 2.    

Σν πιήζνο ησλ παηθηψλ ζηνλ θφκβν ζi αλαπαξηζηάηαη κε ci.  Π.ρ. ζηνλ θφκβν ζ1, c1=2. 
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Θεώπημα 7 [15] 

Γεδνκέλνπ γξάθνπ C(n,k), έλα πξνθίι ζηξαηεγηθήο s∈S κε ειάρηζην θέξδνο γ := mini∈Zl 

{vi} είλαη ηζνξξνπία Nash [16] αλ θαη κφλν αλ, γηα θάζε i∈Zl, ηζρχνπλ ηα παξαθάησ: 

 ci  ≤ 2  φπνπ θαλέλαο θφκβνο δελ πξέπεη λα κνηξάδεηαη απφ πεξηζζφηεξνπο απφ 2 

παίθηεο. 

 di ≤ 2γ     φπνπ ε απφζηαζε κεηαμχ δχν θξαηεκέλσλ θφκβσλ δελ πξέπεη λα είλαη 

πνιχ κεγάιε γηαηί αλ θάπνηνο παίθηεο κεηαθηλεζεί ελδηάκεζα ηνπο κπνξεί λα 

απνθηήζεη θέξδνο κεγαιχηεξν ηνπ γ. 

 ci  ≠ ci+1 ⇒ ⌊2γ⌋ odd 

 ci = 1, di−1 = di = 2γ ⇒ 2γ odd 

 ci = ci+1 = 1, di−1 + di = di+1 = 2γ ⇒ 2γ odd 

ci = ci−1 = 1, di−1 = di + di+1 = 2γ ⇒ 2γ odd 

 

Όζν αθνξά ηελ χπαξμε ηζνξξνπίαο, έρεη επίζεο απνδεηρζεί [15] πσο: 

 

Θεώπημα 8 [15] 

 Έλαο θπθιηθφο γξάθνο κε n∈N θφκβνπο θαη k∈[n] παίθηεο, έρεη ηζνξξνπία Nash αλ θαη 

κφλν αλ ηζρχνπλ νη εμήο αλαγθαίεο θαη ηθαλέο ζπλζήθεο: 

k ≤ 2n    ή   k ≥ n. 

       3 

 

 

Έλαο θπθιηθφο γξάθνο C(n,k) έρεη κοινό πποθίλ ζηπαηηγικήρ  φηαλ l = k θαη γηα θάζε 

i∈Zk : di∈ { 
















k

n

k

n
, }. 

 

Θεώπημα 9 [15] 

Aλ k ≤ 
3

2n
   ή   k = n  ηφηε ν θπθιηθφο γξάθνο C(n,k) έρεη θνηλφ πξνθίι ζηξαηεγηθήο ην 

νπνίν είλαη ηζνξξνπία Nash θαη έρεη βέιηηζην θνηλσληθφ θφζηνο. 
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΢ην ΢ρήκα 2.19 παξνπζηάδεηαη έλαο θπθιηθφο γξάθνο, φπνπ ην πιήζνο ησλ θφκβσλ ηνπ 

ηζνχηαη κε ην πιήζνο ησλ παηθηψλ (k=n).  ΢πλεπψο, s = (0,1,….,n-1).   

Γειαδή, l = n, (ci)i∈[n] = (di)i∈[n] = (1,….,1).   

Η απφζηαζε θάζε παίθηε απφ ηνλ επνκελν ηζνχηαη κε 1. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 ΢σήμα 2.19 – Παξάδεηγκα θνηλήο ηζνξξνπίαο Nash (n=k) 

 

Επίςησ, ςτην περίπτωςη του k=n, ηζρχεη φηη ην θνηλσληθφ θφζηνο ηεο θαιχηεξεο 

πεξίπησζεο ηζνξξνπίαο Nash έρεη ηηκή 0.  ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην n είλαη άξηην, ηφηε ε 

ηζνξξνπία έρεη θνηλσληθφ θφζηνο ίζν κε n/2.  Γηαθνξεηηθά, δελ ππάξρεη ηζνξξνπία. 

 

Θεώπημα 10 [15] 

Σα θνηλά πξνθίι ζηξαηεγηθήο είλαη βέιηηζηα, γη‘ απηφ θαη αλ k ≤ 
3

2n
 ή k = n ην ηίκεκα 

ζηαζεξφηεηαο ηζνχηαη κε 1.  

 

 

 

Έρεη επίζεο απνδεηρζεί φηη: 

 

Θεώπημα 11 [15] 

Σν ηίκεκα αλαξρίαο είλαη ην πνιχ 
4

9
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Θεώπημα 12 [15] 

Γεδνκέλνπ απζαίξεηνπ παίγληνπ Voronoi C(n,k) ζε ηζνξξνπία, φπνπ k ≤ n/2 θαη  

γ := 
2

1
 . ⌊2n/k⌋    ηφηε ηζρχνπλ ηα αθφινπζα: 

 Δάλ ην γ είλαη πεξηηηφο αθέξαηνο κεγαιχηεξνο ηνπ 3, ηφηε ην θνηλσληθφ θφζηνο 

είλαη κηθξφηεξν ή ίζν απφ 
4

9
θνξέο ηε βέιηηζηε ιχζε.  SC(s)  ≤ 

4

9
ΟΡΣ                                                                 

 Aιιηψο, SC(s) ≤ 2 ΟΡΣ. 

 

 

 

 

Θεώπημα 13 [15] 

Αλ 
2

n
 < k ≤ 

3

2n
 ηφηε ε θαιπηεξε πεξίπησζε ηζνξξνπίαο έρεη βέιηηζην θνηλσληθφ 

θφζηνο:  ΟΡΣ = n-k.  

Λακβάλνπκε ππφςε αληίζηνηρα, φηη ε ρεηξφηεξε πεξίπησζε ηζνξξνπίαο έρεη θνηλσληθφ 

θφζηνο: ⌊
3

2n
⌋ ≤ 2ΟΡΤ   

 

 

 

 

 

Θεώπημα 14 [15] 

Aλ k=n ηφηε ε ε θαιχηεξε πεξίπησζε ηζνξξνπίαο έρεη θνηλσληθφ θφζηνο 0. 

Αλ n είλαη άξηην ηφηε ε κνλαδηθή άιιε ηζνξξνπία έρεη θνηλσληθφ θφζηνο n/2, αιιηψο 

δελ ππάξρεη άιιε ηζνξξνπία. 
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H ρεηξφηεξε πεξίπησζε παξαηεξείηαη φηαλ n=3k θαη ην k είλαη άξηηνο αθέξαηνο. 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.20 – Παξάδεηγκα ρεηξφηεξεο πεξίπησζεο ηζνξξνπίαο 

 

 

΢ην παξάδεηγκα ηνπ ζρήκαηνο 2.20, έρνπκε n=6 θφκβνπο θαη k=2 παίθηεο (κπιε 

παίθηεο θαη θφθθηλνο παίθηεο).  Ο θάζε παίθηεο έρεη σο θέξδνο, απφ θνηλνχ ηνπο 

θφκβνπο ηνπ γξάθνπ, δειαδή 3.  Δπίζεο ηζρχεη ην n=3k θαη ην φηη ην k είλαη άξηηνο 

αθέξαηνο.  Σν θνηλσληθφ θφζηνο ζε απηή ηελ πεξίπησζε ηζνχηαη κε 9. 

Η βέιηηζηε ιχζε ηνπ γξαθήκαηνο ζην ζρήκα 2.21 έρεη θνηλσληθφ θφζηνο  

SC = OPT = 4 θαη θαίλεηαη πην θαησ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.21 – Παξάδεηγκα βέιηηζηεο ιχζεο 
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2.4  Σπιγυνοποίηζη Delaunay  

 

Η ηξηγσλνπνίεζε Delaunay εθεπξέζεθε απφ ηνλ Ρψζζν Boris Nikolaevich Delaunay ην 

1934.  Η δηαθνξά ηεο ηξηγσλνπνίεζεο Delaunay κε ηα δηαγξάκκαηα Voronoi είλαη φηη 

ηα δηαγξάκκαηα Voronoi δελ ζρεηίδνληαη κε θχθινπο αιιά κε επζχγξακκα ηκήκαηα, 

ελψ ε ηξηγσλνπνίεζε Delaunay ζρεηίδεηαη απνθιεηζηηθά κε θχθινπο.  Αλ ελψζνπκε ηα 

θέληξα ησλ ηξηγψλσλ ηεο ηξηγσλνπνίεζεο, ηα νπνία δελ έρνπλ θαλέλα αξρηθφ ζεκείν, 

ζα βξνχκε ην δηάγξακκα Voronoi. 

Μειέηε ζηελ ηξηγσλνπνίεζε [5] παξαηεξείηαη φπνπ ζε ζπλερέο επίπεδν, ε 

ηξηγσλνπνίεζε Delaunay γηα έλα ζχλνιν Ρ απφ ζεκεία, είλαη κία ηξηγσλνπνίεζε ηέηνηα 

ψζηε θαλέλα ζεκείν ηνπ Ρ δελ βξίζθεηαη κέζα ζην πεξίγξακκα θάπνηνπ ηξηγψλνπ. 

Η έλλνηα ηεο ηξηγσλνπνίεζεο Delaunay ζε γξάθν είλαη κία γελίθεπζε ηεο 

ηξηγσλνπνίεζεο Delaunay ζε ζπλερέο επίπεδν.   Η κνληεινπνηήζεηο ζε ζπλερέο επίπεδν 

θαη δηαθξηηφ επίπεδν θαίλνληαη ζηα ΢ρήκαηα 2.22 θαη 2.23 αληίζηνηρα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
΢σήμα 2.22 – Γηάγξακκα Voronoi θαη ηξηγσλνπνίεζε Delaunay ζε ζπλερέο επίπεδν. 

 

΢ην πην πάλσ ΢ρήκα 2.22, κε δηαθεθνκκέλε γξακκή θαίλεηαη ην δηάγξακκα Voronoi 

θαη κε ζπλερή γξακκή ε ηξηγσλνπνίεζε Delaunay. 
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΢σήμα 2.23 – Γηάγξακκα Voronoi θαη ηξηγσλνπνίεζε Delaunay ζε δηαθξηηφ επίπεδν. 

 

΢ην ΢ρήκα 2.23, κε ζπλερείο ηειείεο θαίλεηαη ην δηάγξακκα Voronoi, κε δηαθεθνκκέλε 

γξακκή ε ηξηγσλνπνίεζε Delaunay, κε ζπλερή γξακκή ηα άθξα ηνπ γξάθνπ θαη κε 

έληνλε καχξε ηειεία νη παίθηεο. 

Σν κνληέιν ηεο ηξηγσλνπνίεζεο Delaunay [5] έρεη σο εμήο: 

H ηπιγυνοποίηζη Delaunay, ζχκθσλα κε ην πξνθίι ζηξαηεγηθήο f, είλαη έλαο γξάθνο 

Hf κε k παίθηεο ζην πξνθίι f.  ΢ην γξάθν Hf  ππάξρεη έλα άθξν (i, j) είηε ππάξρεη 

θφκβνο v ζην G κε Fi,v > 0 kai Fj,v > 0, είηε ππάξρεη έλα άθξν (v, v‘) ζην G κε   Fi,v > 0 

kai Fj,v‘ > 0.  Έπεηηα ρξεηάδεηαη λα δηαρσξίζνπκε ηελ ηξηγσλνπνίεζε Delaunay  ζε 

κηθξά ηκήκαηα, ηα ιεγφκελα αζηέξηα.  Γεδνκέλνπ γξάθνπ G(V, E), έλα αζηέπι είλαη 

έλα ζχλνιν θφκβσλ ΑV ηέηνην ψζηε |A|  2.  Δπίζεο ππάξρεη έλαο θεληξηθφο θφκβνο 

v0A, ψζηε γηα θάζε vA φπνπ  

v ≠ v0 , έρνπκε  (v0, v) Δ. 

 

Θεώπημα 15 [5] 

Γηα θάζε ζπλδεδεκέλν γξάθν G(V,E),  V κπνξεί λα δηαρσξηζηεί ζε αζηέξηα. 
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Όηαλ γίλεη ν δηαρσξηζκφο ζε αζηέξηα, ηα θέληξα ησλ αζηεξηψλ δηακνξθψλνπλ έλα 

θπξίαξρν ζχλνιν ηνπ γξάθνπ.  Παξ‘ φια απηά, νη θφκβνη ζην ζχλνιν απηφ δελ είλαη 

απαξαίηεηα ηα θέληξα νπνηαζδήπνηε δηακνίξαζεο ζε αζηέξηα ελφο γξάθνπ. 

Η δηακνίξαζε δείρλεη πσο: 

 

Θεώπημα 16 [5] 

Γεδνκέλσλ 2 δηαθνξεηηθψλ ηζνξξνπηψλ Nash f θαη f‘, θάζε παίθηεο ζηελ f δελ είλαη 

πνιχ καθξηά απφ θάπνην παίθηε ζηελ f‘.   

 

 

Απηφ θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 2.24. 

 

Σα Voronoi θειιηά ηνπ πξνθίι ζηξαηεγηθήο f νκαδνπνηνχληαη ζε ρσξία.  Γηα έλα 

ζπγθεθξηκέλν ρσξίν, ην νπνίν παξνπζηάδεηαη ζην πην θάησ ζρήκα, έζησ r ε κέγηζηε 

απφζηαζε απφ έλα θφκβν πξνο ηνλ θνληηλφηεξν παίθηε. 

 

΢σήμα 2.24 – Υσξίν Voronoi θειιηνχ 

 

 

Έλαο απφ ηνπο παίθηεο ηνπ πξνθίι ζηξαηεγηθήο f‘ πξέπεη λα βξίζθεηαη ζε απφζηαζε ην 

πνιχ 4r απφ θάζε παίθηε ηνπ πξνθίι ζηξαηεγηθήο f ζην ρσξίν απηφ. 
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2.5  Παίγνια Voronoi ζε Μεηαβαηικούρ Γπάθοςρ 

 

Μειέηε ζηελ γλήζηα ηζνξξνπία Nash ζηα παίγληα Voronoi πξαγκαηνπνηήζεθε δίλνληαο 

ην πην θάησ κνληέιν [8]: 

Γίλεηαη έλαο απιφο, ζπλδεδεκέλνο θαη αθαηεχζπληνο γξάθνο G = < V(G) , E(G) >.  To 

μονοπάηι ζηνλ γξάθν G είλαη κία αθνινπζία απφ θφκβνπο v0, v1, v2, …., vl ψζηε γηα 

θάζε δείθηε i∈[l], {vi-1 , vi} ∈ E(G).  To μήκορ ηος μονοπαηιού δίλεηαη απφ ην l.  

Παξάδεηγκα κνλνπαηηνχ ζε γξάθν θαίλεηαη ζην πην θάησ ΢ρήκα 2.25: 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.25 – Παξάδεηγκα Μνλνπαηηνχ 

 

Έλαο κύκλορ είλαη έλα κνλνπάηη v0, v1, v2, …., vl  φπνπ v0 = vl .  Γηα έλα δεχγνο θφκβσλ 

u,v∈V(G) , ε απφζηαζε κεηαμχ u θαη v, ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε distG(u,v) ή dist(u,v) 

είλαη ην κήθνο ηνπ ζπληνκφηεξνπ κνλνπαηηνχ κεηαμχ u θαη v.  Η δηάκεηξνο ηνπ G 

δίλεηαη απφ ηελ κεγαιχηεξε απφζηαζε κεηαμχ ησλ θφκβσλ ηνπ γξάθνπ, δειαδή 

diam(G) = max u,v∈V(G) dist(u,v) .  Δπίζεο, ην δεχγνο θφκβσλ u,v∈V(G) είλαη αληηπνδηθφ 

αλ dist(u,v) = diam(G) θαη ζπλεπψο ην u είλαη έλαο αληίπνδαο ζην v θαη αληίζηξνθα.  

Παξάδεηγκα θχθινπ θαίλεηαη ζην πην θάησ ΢ρήκα 2.26: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.26 – Παξάδεηγκα Κχθινπ 
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Γχν γξάθνη G = (V,E) θαη )E',(V' = G'  είλαη ιζομοπθικοί αλ ππάξρεη κία 

ακθηκνλνζήκαληε αληηζηνηρία θ : V'V   ψζηε γηα θάζε δεχγνο θφκβσλ u,v ∈V , 

{u,v}∈Δ αλ θαη κφλν αλ {θ(u), θ(v)} ∈ 'E .   To θ είλαη έλαο ηζνκνξθηζκφο απφ ην G 

ζην 'G .   Γειαδή, 2 γξάθνη είλαη ηζνκνξθηθνί αλ κε θαηάιιειε αξίζκεζε ησλ 

θνξπθψλ ησλ 2 γξάθσλ, ππάξρεη αληηζηνίρηζε ζην ίδην αθξηβψο κεηξψν ζχλδεζεο. 

Βιέπε ΢ρήκα 2.27. 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.27 – Παξάδεηγκα ηζνκνξθηθψλ γξάθσλ 

 

 

Έλαο αςηομοπθιζμόρ ηνπ G είλαη έλαο ηζνκνξθηζκφο απφ ην G ζηνλ εαπηφ ηνπ.  ΢ηελ 

πεξίπησζε ηνπ απηνκνξθηζκνχ θ, γηα θάζε δεχγνο θφκβσλ u,v ∈V(G),  

distG(u,v) = distG‘(θ(u),θ(v)). Βιέπε ΢ρήκα 2.28. 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.28 – Παξάδεηγκα απηνκνξθηζκνχ 

 

 

Έλαο γξάθνο G είλαη μεηαβαηικόρ καηά ηιρ κοπςθέρ ηος αλ γηα θάζε δεχγνο θφκβσλ 

u,v ∈V ππάξρεη έλαο απηνκνξθηζκφο θ ηνπ G ηέηνηνο ψζηε θ(u)=v.  ΢ρεκαηηθά, 

κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη έλαο γξάθνο κεηαβαηηθφο θαηά ηηο θνξπθέο ηνπ θαίλεηαη 

ίδηνο απφ θάζε θφκβν.  Βιέπε ΢ρήκα 2.29. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.29 – Παξάδεηγκα γξάθνπ κεηαβαηηθνχ θαηά ηηο θνξπθέο ηνπ 
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Ο γξάθνο G είλαη γενναιόδυπα μεηαβαηικόρ καηα ηιρ κοπςθέρ ηος αλ γηα θάζε 

δεχγνο θφκβσλ u,v ∈V ππάξρεη έλαο απηνκνξθηζκφο θ ηνπ G ηέηνηνο ψζηε θ(u)=v θαη 

θ(v)=u, ψζηε θάζε δεχγνο θφκβσλ λα κπνξεί λα αληαιιαρζεί. 

 

 

Ο γξάθνο G είλαη θιλικόρ αλ ηζρχνπλ νη 2 πην θάησ ζπλζήθεο: 

 Ο γξάθνο G είλαη γελλαηφδσξα κεηαβαηηθφο θαηα ηηο θνξπθέο ηνπ. 

 Γηα θάζε δεχγνο απφ αληίπνδεο θφκβνπο α,β∈V(G), θαη γηα θάζε απζαίξεην 

θφκβν γ∈V(G) , ν γ είλαη ζην ζπληνκφηεξν κνλνπάηη κεηαμχ α θαη β. 

΢πλεπψο, θάζε θφκβνο ζε έλα θηιηθφ γξάθν, έρεη έλα κνλαδηθφ αληίπνδα. 

 

 

 

2.5.1  Γιμεπήρ Σόπορ d-Γιαζηάζευν  

 

Ωο δηάζηαζε νξίδεηαη έλαο απζαίξεηνο αθέξαηνο d ≥ 2. 

Ωο πιεπξέο νξίδεηαη ε αθνινπζία απφ αθέξαηνπο p1, . . . , pd  ≥  1. 

Έλα απφ ηα πην γλσζηά δίθηπα γξάθσλ κεηαβαηηθψλ θαηά ηηο θνξπθέο ηνπο θαη 

παξάδεηγκα θηιηθνχ γξάθνπ, είλαη ν διμεπήρ ηόπορ d διαζηάζευν [8] ν νπνίνο 

ζπκβνιίδεηαη κε Td = Td [2p1, . . . , 2pd]. 

 

Έρνπκε ηνλ γξάθν Td κε V(Td) = {0,1, . . . , 2p1 -1} x . . . x {0,1, . . . , 2pd -1} θαη Δ(Td) 

φπνπ πεξηέρνληαη νη αθκέο {α, β} ψζηε α θαη β λα δηαθέξνπλ ζε αθξηβψο έλα ζηνηρείν 

j∈[d] θαη |αj – βj| )2(mod1 jp  

H δηάζηαζε αθκψλ {α, β}∈ Δ(Td) είλαη ε δηάζηαζε j∈[d] ζηελ νπνία ηα α θαη β 

δηαθέξνπλ. 

 

O δηκεξήο γξάθνο Σd είλαη ην θαξηεζηαλφ γηλφκελν ησλ d άξηησλ θχθισλ, φπνπ ν 

θχθινο ζηε δηάζηαζε j∈[d] έρεη κήθνο 2pj. 

 

 

Θεώπημα 18 [8] 

Ο δηκεξήο ηφξνο d δηαζηάζεσλ Td = Td [2p1, . . . , 2pd], ζε αληίζεζε κε ηνπο κε δηκεξή 

ηφξνπο, είλαη θηιηθφο. 
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2.5.2  Τπεπκύβορ d-Γιαζηάζευν  

 

Ο ςπεπκύβορ  d διαζηάζευν Ηd [8] είλαη ν ηφξνο d δηαζηάζεσλ  Td = Td [2, . . . , 2], 

δειαδή ε εηδηθή πεξίπησζε φπνπ φιεο νη πιεπξέο ηζνχληαη κε 2  Κάζε θνξπθή είλαη έλα 

δπαδηθφ δηάλπζκα α ∈ {0, 1}d θαη ε απφζηαζε κεηαμχ 2 θνξπθψλ είλαη ε απφζηαζε 

Hamming κεηαμχ ησλ 2 δπαδηθψλ δηαλπζκάησλ.  ΢πλεπψο ε δηάκεηξνο ηνπ  Ηd ηζνχηαη 

κε ηε δηάζηαζε d. 

 

Γεληθφ παξάδεηγκα ππνινγηζκνχ ηεο απφζηαζεο Hamming παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 

2.30  

100->011 έρεη απφζηαζε 3 (θφθθηλν κνλνπάηη) 

010->111 έρεη απφζηαζε 2 (κπιε κνλνπάηη) 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.30 – Γεληθφ παξάδεηγκα ππνινγηζκνχ απφζηαζεο Hamming 

 

΢ηα ΢ρήκαηα 2.31 θαη 2.32 παξνπζηάδνληαη παξαδείγκαηα ππεξθχβνπ 3 δηαζηάζεσλ θαη 

4 δηαζηάζεσλ αληίζηνηρα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.31 – Παξάδεηγκα ππεξθχβνπ 3 δηαζηάζεσλ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.32 – Παξάδεηγκα ππεξθχβνπ 4 δηαζηάζεσλ 
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2.5.3  Κύκλοι ΢ςνδεδεμένοι Με Κύβοςρ d-Γιαζηάζευν  
 

Οη κςβικά ζςνδεδεμένοι κύκλοι d-διαζηάζευν CCCd  [14] θαηαζθεπάδνληαη απφ ηνλ 

ππεξθχβν d-δηαζηάζεσλ Ηd, αληηθαζηζηψληαο θάζε θφκβν ηνπ Ηd κε έλα θχθιν d 

θφκβσλ ζηνλ CCCd.  Ο CCCd δελ απνηειεί θηιηθφ γξάθν. Σν άθξν i-νζηήο δηάζηαζεο 

πνπ ζπκπίκηεη κε ηνλ θφκβν ηνπ ππεξθχβνπ ελψλεηαη ζηνλ iνζηφ θφκβν ηνπ 

αληίζηνηρνπ θχθινπ ηνπ CCCd. 

΢ην παξαθάησ ΢ρήκα 2.33 παξνπζηάδεηαη έλα παξάδεηγκα ππεξθχβνπ καδί κε έλα 

παξάδεηγκα CCCd 3 δηαζηάζεσλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 2.33 – παξαδείγκαηα ππεξθχβνπ Η3 θαη CCC3 αληίζηνηρα 

 

 

 

2.5.4  Παίγνια Voronoi 

   

Όζν αθνξά ηα παίγληα Voronoi ζε κεηαβαηηθνχο γξάθνπο [8], δφζεθε ν εμήο νξηζκφο: 

 Έλα παίγνιο Voronoi <G, [k]> είλαη ην ζηξαηεγηθφ παηγλίδη <[k], {Si}i∈[k], {Ui} i∈[k]> 
με ακέραιο k2 φπνπ γηα θάζε παίθηε i∈[k]: 
Si = V(G)  

θαη γηα θάζε πξνθίι s ∈ S1 x . . . x Sk  ην κέπδορ ηνπ παίθηε i ζην πξνθίι s δίλεηαη απφ 

Ui(s) = 
 )(

)(

1

sVorv
s

i
v

 

Όπνπ ην κελλί Voronoi ηνπ παίθηε i∈[k] ζην πξνθίι s είλαη ην ζχλνιν 

Vori(s) = {v ∈ V(G) | dist(si, v)   dist(si’, v) γηα θάζε παίθηε i‘∈[k]} 
θαη ε πολλαπλόηηηα ηνπ θφκβνπ v∈V(G) ζην πξνθίι s είλαη ν αθέξαηνο  

κv(s) = | i‘∈[k] | )(' sVorv i }|. 

 

Όζν αθνξά ηελ Ιζνξξνπία Nash έρνπκε ην εμήο: 

Γηα έλα πξνθίι s θαη έλα παίθηε i∈[k], ν ζπκβνιηζκφο s-i v  δειψλεη πσο ην πξνθίι 

πνπ παίξλνπκε αληηθαζηζηψληαο ζηνλ θφκβν si ζην s κε ηνλ θφκβν v. 

΢πλεπψο, ην πξνθίι s είλαη κία ιζοπποπία Nash [16] αλ γηα θάζε παίθηε i∈[k], γηα θάζε 

θφκβν )(GVv , ))()( 1 vsUsU ii   . 
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Έζησ δχν πξνθίι s θαη t.  Λέκε φηη s θαη t είλαη ιζοδύναμα αλ ππάξρεη έλαο 

απηνκνξθηζκφο θ ηνπ G ηέηνηνο ψζηε t=θ(s).  Παξαηεξείηαη, επίζεο, πσο γηα έλα 

δεχγνο ηζνδχλακσλ πξνθίι s θαη t θαη γηα θάζε παίθηε i∈[k], ηα θέξδε ηνπο είλαη 

ηζνδχλακα Ui(s) = Ui(t). 

 

To πξνθίι s είλαη ζςμμεηπικό αλ θάζε δεχγνο παηθηψλ i, i‘ ∈[k] είλαη ζπκκεηξηθφ γηα 

ην s.  ΢πλεπψο, γηα θάζε δεχγνο παηθηψλ i, i‘ ∈[k]  Ui(s) = Ui‘(s). 

 

Ωο ζπλέρεηα ησλ παηγλίσλ Voronoi, ζην άξζξν [8] αλαιχζεθαλ μερσξηζηά νη 

πεξηπηψζεηο ησλ παηγλίσλ κε 2 παίθηεο (k=2), 3 παίθηεο (k=3) θαη 4 παίθηεο (k=4). 

 

2.5.5  Παίγνια Μεηαβαηικών Γπάθυν με 2 παίκηερ 

 

Θεώπημα 19 [8] 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ 2 παηθηψλ (k=2) , κε δεδνκέλν κεηαβαηηθφ θαηά ηηο θνξπθέο ηνπ 

γξάθν G θαη απζαίξεην πξνθίι s, ηφηε ην s απνηειεί ηζνξξνπία Nash κε  

U1(s) = U2(s) = |V|/2  

φπνπ Ui(s) ην θέξδνο ηνπ παίθηε. 

 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή γίλεηαη ζχγθξηζε, απφ ηνπο ζπγγξαθείο, κε ηα παίγληα Hotelling 

[11] ζε πεπεξαζκέλν επζχγξακκν ηκήκα κε 2 παίθηεο.  Γειαδή, ππάξρεη κφλν κία 

ηζνξξνπία Nash, φπνπ θαη νη 2 παίθηεο βξίζθνληαη ζην θέληξν ηνπ επζχγξακκνπ 

ηκήκαηνο θαη ζπλεπψο έρνπλ ην ίδην θέξδνο.  Σν απνηέιεζκα απηφ επηβεβαηψλεηαη απφ 

ηελ Αξρή ηεο Διάρηζηεο Γηαθνξνπνίεζεο [11].   

Όζν αθνξά ηα παίγληα Hotelling [11], ζε κία ηζνξξνπία Nash, νη παίθηεο πξέπεη λα 

είλαη αδηάθνξνη.  Αθνχ ζε έλα κεηαβαηηθφ θαηά ηηο θνξπθέο ηνπ γξάθν, νη θφκβνη είλαη 

αδηάθνξνη, ηφηε ε αξρή επηβεβαηψλεηαη αλάινγα θαη γηα ηα παίγληα Voronoi. 

 

Θεώπημα 20 [8] 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ 2 παηθηψλ (k=2): 

Mε δεδνκέλν κεηαβαηηθφ θαηά ηηο θνξπθέο ηνπ γξάθν G θαη θφκβνπο α θαη β, ηέηνηνπο 

ψζηε λα ηζρχεη: 

U1(<α,β>) ≠ U2(<α,β>)  

ηφηε ην παίγλην Voronoi <G,[2]> δελ έρεη ηζνξξνπία Nash. 

 

 

Βάζεη ησλ Θεσξεκάησλ 19 θαη 20, θαη φζν αθνξα ηα CCCd, πεγάδεη ην ζπκπέξαζκα 

πσο: 

 

Θεώπημα 21 [8] 

To παίγλην Voronoi <CCC3, [2]> δελ έρεη ηζνξξνπία Nash. 

Οη CCCd δελ είλαη γξάθνη γελλαηφδσξα κεηαβαηηθνί θαηα ηηο θνξπθέο ηνπο. 
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2.5.6  Παίγνια Μεηαβαηικών Γπάθυν με 3 παίκηερ 

 

Έλα πξνθίι <α,β,γ> είλαη γπαμμικό αλ dist(α,β) + dist(β,γ) = dist(α,γ).  Σφηε ην β 

νλνκάδεηαη ν κεζαίνο θφκβνο θαη ν παίθηεο 2 ν κεζαίνο παίθηεο.  Ο γξάθνο απηφο 

νλνκάδεηαη Σόπορ με πεπιηηή διάμεηπο. 

 

Θεώπημα 22 [8] 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ 3 παηθηψλ (k=3): 

Θεσξψληαο δπδηάζηαην ηφξν T2 κε πεξηηηή δηάκεηξν ΢j∈[2]pj, ην παίγλην Voronoi 

<Σ2,[3]> έρεη ηζνξξνπία Nash.   Καλέλαο απφ ηνπο παίθηεο 1 θαη 3 δελ κπνξεί λα 

απμήζεη ην θέξδνο ηνπ αληαιιάδνληαο ζέζε. 

 

 

Όζν αθνξά ηνπο ππεξθχβνπο έρνπκε ην εμήο: 

 

Θεώπημα 23 [8] 

Γηα θάζε πεξηηηφ αθέξαην d, ην παίγλην Voronoi <Ηd,[3]> έρεη ηζνξξνπία Nash [16]. 

 

 

 

 

2.5.7  Παίγνια Μεηαβαηικών Γπάθυν με 4 παίκηερ 

 

΢ηε πεξίπησζε ησλ 4 παηθηψλ, νη ζπγγξαθείο θάλνπλ δηαρσξηζκφ ζε 2 πεξηπηψζεηο.  Η 

πξψηε πεξίπησζε αθνξά ηελ πεξίπησζε φπνπ επηηξέπεηαη ζε παίθηεο λα κνηξάδνληαη 

ηνλ ίδην θφκβν θαη έρνπκε ην εμήο:     

 

Θεώπημα 24 [8] 

Γεδνκέλνπ ελφο θηιηθνχ γξάθνπ G, ην παίγλην Voronoi <G,[4]> έρεη ηζνξξνπία Nash.   

 

 

΢πγθεθξηκέλα, γηα θάπνην απζαίξεην δεχγνο αληίπνδσλ α,β, ην πξνθίι s = <α,α,β,β> 

απνηειεί ηζνξξνπία Nash.   
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΢ηελ δεχηεξε πεξίπησζε, δελ επηηξέπεηαη λα ζπλππάξρνπλ παίθηεο ζηνλ ίδην θφκβν θαη 

έρνπκε ην εμήο:   

 

Θεώπημα 25 [8] 

Γεδνκέλνπ δηκεξνχο θηιηθνχ γξάθνπ G κε πεξηηηή δηάκεηξν, ην παίγλην Voronoi 

<G,[4]> έρεη ηζνξξνπία Nash.   

 

΢πγθεθξηκέλα γηα θάπνην απζαίξεην δεχγνο  δχν δηαθνξεηηθψλ δεπγψλ α,β θαη γ,δ 

αληίζηνηρα, ην πξνθίι <α,β,γ,δ> απνηειεί ηζνξξνπία Nash. 

 

 

 

 

2.5.8  Θεώπημα Γύο Φποςπών 

 

΢ηε ππνελφηεηα απηή κειεηείηαη ην θεώπημα ηυν δύο θποςπών ζε θηιηθφ γξάθν ζηελ 

πεξίπησζε 3 παηθηψλ [8]. Σν ζεψξεκα απηφ νξίδεη φηη φπνηε δχν απφ ηνπο παίθηεο είλαη 

ηνπνζεηεκέλνη ζε έλα αληηπνδηθφ δεχγνο θφκβσλ ζε έλα θηιηθφ γξάθν G κε πεξηηηή 

δηάκεηξν, ηφηε ην θέξδνο ηνπ ηξίηνπ παίθηε ηζνχηαη κε 
12

|Ω|

4

|V(G)|
  φπνπ ην Ω νξίδεη 

ηελ ηνκή ησλ 3 θειιηψλ Voronoi. 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηνπ δηκεξνχο θηιηθνχ γξάθνπ κε πεξηηηή δηάκεηξν, ζεψξεκα ησλ δχν 

θξνπξψλ ζε θηιηθφ γξάθν ηζρπξίδεηαη πσο αλεμάξηεηα απφ ηε ζέζε ηνπ ηξίηνπ παίθηε, 

ιακβάλεη ζηαζεξφ θέξδνο πνπ ηζνχηαη κε 
4

|V(G)|
. 

 

 

΢ε ζπλδηαζκφ κε ηνπο θαηάιιεινπο απηνκνξθηζκνχο, ην ζεψξεκα ησλ δχν θξνπξψλ 

ζπλεπάγεη ηελ χπαξμε ηζνξξνπίαο Nash [16] ζηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 

 

1 Γπδηάζηαην ηφξν T2 κε πεξηηηή δηάκεηξν θαη k=3. 

2 Απζαίξεην ηφξν Td κε πεξηηηή δηάκεηξν θαη k=4. 

3 Τπεξθχβν Hd κε πεξηηηφ d θαη k=3. 

4 Τπεξθχβν Hd θαη k=4. 
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Κεθάλαιο 3 

 

Παίγνια Απομόνυζηρ   

 

 

3.1 Παίγληα Απνκφλσζεο Πιεζηέζηεξνπ Γείηνλα θαη ΢πλνιηθήο Απφζηαζεο 50 

3.2 Μνλνηνληθά Απμαλφκελα Παίγληα Απνκφλσζεο     51 

3.3 Μνλνηνληθά Μεησκέλα Παίγληα Απνκφλσζεο     51 

3.4 Τπεξθχβνο n-Γηαζηάζεσλ        52 

3.5 Παίγληα Απνκφλσζεο l-Δπηινγήο                   52 

3.5.1 Παίγληα Απνκφλσζεο Μνλήο Δπηινγήο    53 

3.6 Παίγληα Απνκφλσζεο l-Καηάιεμεο      54 

 

  

 

΢ηελ ελφηεηα απηή παξνπζηάδεηαη έλα λέν γεσκεηξηθφ παηγλίδη πνιιαπιψλ παηθηψλ, ην 

ιεγφκελν παίγλην απνκφλσζεο.  Σα παίγνια απομόνυζηρ [4], είλαη εκπλεπζκέλα απφ 

ηα παίγληα Voronoi [5], ηελ αληαγσληζηηθή ηνπνζέηεζε εμππεξεηεηψλ [6,7,9], ην 

ζχκπιεγκα δεδνκέλσλ [12] θαη ηε γεσκεηξηθή δεηγκαηνιεςία.  ΢ε αληίζεζε κε ηα 

παίγληα Voronoi φπνπ ν ζηφρνο θάζε παίθηε είλαη λα απμήζεη ηελ Voronoi πεξηνρή ηνπ, 

ζηα παίγληα απνκφλσζεο ν ζηφρνο θάζε παίθηε είλαη  είλαη λα ηνπνζεηεζεί φζν πην 

καθξηά απφ ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο γίλεηαη ζε έλα νξηνζεηεκέλν δηάζηεκα.  ΢ηα 

παηγλίδηα απηά, ην θέξδνο θάζε παίθηε θαζνξίδεηαη ζπλαξηήζεη ησλ απνζηάζεσλ απφ 

ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο.  

 

΢ηo γεληθεπκέλν παίγλην απνκφλσζεο, ζε πεξηπηψζεηο αληαγσληζκνχ αγνξάο, ην 

θέξδνο κίαο επηρείξηζεο εμαξηάηαη απφ ηελ αλνκνηνκνξθία ησλ πξντφλησλ ηεο 

ζπγθξηηηθά κε απηά ησλ αληαγσληζηψλ ηεο.  Σν θέξδνο απηφ ππνινγίδεηαη βάζεη ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ πξντφλησλ.  Δδψ γίλεηαη θαη έλαο παξαιιειηζκφο κε δηάθνξνπο 

ππνςήθηνπο ζε εθινγέο, φπνπ θάζε ππνςήθηνο πξνζπαζεί λα δηαθνξνπνηεζεί απφ ηνπο 

ζπλππνςήθηνπο ηνπ κε ζθνπφ λα απμήζεη ηηο πηζαλφηεηεο εθινγήο ηνπ.  

 

 

΢ε έλα παίγλην απνκφλσζεο, ππάξρνπλ k παίθηεο νη νπνίνη ζα ηνπνζεηεζνχλ ζε έλα 

δηάζηεκα (Ω , Γ), φπνπ ην Γ(ρ,y) θαζνξίδεη ηελ απφζηαζε δεπγψλ κεηαμχ ησλ ζεκείσλ 

ζην Ω.   

Σν (Ω , Γ) είλαη ζςμμεηπικό φηαλ Γ(ρ,y) = Γ(y,ρ) γηα θάζε ρ,y∈Ω. 
H ζχλζεζε ελφο παίγληνπ απνκφλσζεο  είλαη έλα δηάλπζκα (p1,p2, . . . ,pk), φπνπ pi∈Ω 

θαζνξίδεη ηελ ζέζε ηνπ παίθηε i. 

Ο i-νζηφο παίθηεο έρεη κία ζπλάξηεζε (k-1)-ζέζεο fi(. . . , Γ(pi,pi-1), Γ(pi,pi+1), . . .) απφ 

ηηο k-1 απνζηάζεηο πξνο φινπο ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο ζε κία πξαγκαηηθή ηηκή, 
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κεηξψληαο ην πφζν καθξηά βξίζθεηαη απφ ηε ζέζε pi πξνο ηηο ζέζεηο ησλ ππνινίπσλ 

παηθηψλ.  Ο ζηφρνο ηνπ παίθηε i είλαη λα κεγηζηνπνηήζεη ηελ απφζηαζε απηή 

fi(. . . , Γ(pi,pi-1), Γ(pi,pi+1), . . .), εθφζνλ νη ζέζεηο ησλ άιισλ παηθηψλ (. . . ,pi-1, pi+1, . . .) 

δνζνχλ.  Γηα επθνιία ρξεζηκνπνηείηαη ην uti(c) γηα λα ππνδειψζεη ην θέξδνο ηνπ παίθηε 

i ζηελ ζχλζεζε c. 

 

Η απινχζηεξε ζπλάξηεζε πνπ δειψλεη ην πφζν καθξηλή είλαη ε απφζηαζε fi() ζα 

κπνξνχζε λα ήηαλ απηή πνπ ππνινγίδεη ηελ απφζηαζε ηνπ pi πξνο ηνλ θνληηλφηεξν 

παίθηε (παίγληα πιεζηέζηεξνπ γείηνλα).  Δπίζεο ζα κπνξνχζε λα ήηαλ ε ζπλνιηθή 

απφζηαζε ηνπ pi πξνο ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο (παίγληα ζπλνιηθήο απφζηαζεο).  

 

Η καλύηεπη ανηίδπαζη ηνπ παίθηε i ζε κία ζχλζεζε c = (p1, . . . ,pk) είλαη κία λέα 

ζέζε pi‘≠ pi, ηέηνηα ψζηε ην θέξδνο ηνπ παίθηε i ζηελ ζχλζεζε c‘, αληηθαζηζηψληαο ην 

pi κε pi‘ ζηελ c, είλαν κεγαιχηεξν απφ ην θέξδνο ζηελ c.  ΢ε ηέηνηα πεξίπησζε, ε c‘ 

είλαη ην απνηέιεζκα κίαο κεηαθίλεζεο θαιχηεξεο αληίδξαζεο ηνπ παίθηε i ζηε ζχλζεζε 

c. 

 

Η βέληιζηη ανηίδπαζη ηνπ παίθηε i ζε κία ζχλζεζε c = (p1, . . . ,pk) είλαη κία λέα ζέζε 

pi‘≠ pi πνπ κεγηζηνπνηεί ην θέξδνο ηνπ παίθηε i, ηε ζηηγκή πνπ ν παίθηεο j παξακέλεη 

ζηελ ζέζε pj γηα θάζε j≠i.  ΢ε ηέηνηα πεξίπησζε, ην c‘ είλαη ην απνηέιεζκα κίαο 

κεηαθίλεζεο βέιηηζηεο αληίδξαζεο ηνπ παίθηε i ζηε ζχλζεζε c. 

 

Μία γλήζηα ηζνξξνπία Nash ζε έλα παίγλην απνκφλσζεο είλαη κία ζχλζεζε φπνπ 

θαλέλαο παίθηεο δελ έρεη θαιχηεξε αληίδξαζε ζηε ζχλζεζε.  

 Έλα παίγλην απνκφλσζεο απνηειεί ιζσύ καλύηεπηρ ανηίδπαζηρ ή ιζσύ βέληιζηηρ 

ανηίδπαζηρ αλ ππάξρεη κία  ζπλάξηεζε F απφ ην ζχλνιν φισλ ησλ ζπλζέζεσλ ζε έλα 

πιήξσο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν ψζηε F(c) < F(c‘) γηα νπνηεζδήπνηε 2 ζπλζέζεηο c θαη c‘ 

φπνπ c‘ είλαη ην απνηέιεζκα κίαο κεηαθίλεζεο θαιχηεξεο ή βέιηηζηεο αληίδξαζεο 

θάπνηνπ παίθηε ζηε ζχλζεζε c.  H F νλνκάδεηαη ζςνάπηηζη ιζσύορ. 

΢εκεηψλεηαη επίζεο φηη έλα παίγλην κε ηζρχ θαιχηεξεο αληίδξαζεο (παίγλην ηζρχνο) 

είλαη θαη παίγλην κε ηζρχ βέιηηζηεο αληίδξαζεο. To αληίζεην, φκσο, κπνξεί λα κελ 

ηζρχεη.  Αλ ην Ω είλαη πεπεξαζκέλν, νπνηνδήπνηε απφ ηα πην πάλσ παίγληα  έρεη 

ηνπιάρηζην κία ηζνξξνπία Nash.   
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Όζν αθνξά ηηο εθαξκνγέο ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο, παξέρεηαη ην εμήο πξφβιεκα ζε 

πεξηπηψζεηο κε ζπλεξγάζηκσλ αζχξκαησλ δηθηχσλ [4]: 

 

Έρνπκε έλα ζχλνιν ρξεζηψλ πνπ πξέπεη λα επηιέμνπλ ην ζεκείν πνπ ζα ηνπνζεηήζνπλ 

ηελ θεξαία ηνπο ψζηε λα κεηαδίδεη θαη λα ιακβάλεη ζήκα.  Όηαλ εθπέκπνπλ 

πεξηζζφηεξεο απφ κία θεξαίεο ηαπηφρξνλα, κπνξεί λα πξνθιεζεί παξεκβνιή κεηαμχ 

ησλ ζεκάησλ.  ΢πγθεθξηκέλα, ε θεξαία i ιακβάλεη ηαπηφρξνλα h δηαθνξεηηθά ζήκαηα 

r1, . . . ,rh απφ ηα νπνία κφλν ην r1 είλαη πξννξηζκέλν γηα ηελ θεξαία i.  ΢χκθσλα κε ηε 

ζρεδίαζε δηθηχσλ, ην ζήκα r1 ιακβάλεηαη θαλνληθά απφ ηελ θεξαία i  αλ θαη κφλν αλ ν 

ιφγνο κεηαμχ ηεο δχλακεο ζηελ νπνία ην ζήκα r1 ιακβάλεηαη απφ ηελ θεξαία i  θαη ηνπ 

αζξνίζκαηνο ησλ δπλάκεσλ ζην νπνίν ηα αλεπηζχκεηα h-1 ζήκαηα ιακβάλνληαη απφ 

ηελ θεξαία i, είλαη κεγαιχηεξνο απφ κία ζπγθεθξηκέλε ηηκή.   Αλ νη ρξήζηεο είλαη 

εγσηζηέο θαη ελδηαθέξνληαη ζην λα ειαρηζηνπνηήζνπλ ηηο παξεκβνιέο ηεο θεξαίαο ηνπο, 

ζα πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπλ ηελ θεξαία ηνπο φζν πην καθξηά γίλεηαη απφ ηνπο 

ππφινηπνπο ρξήζηεο. 

 

 

Έρνπκε ηα εμήο δηαλχζκαηα βάξνπο [4]: 

 Γιάνςζμα l-επιλογήρ: 

(0,. . . ,0,1,0, . . . 0) φπνπ φια ηζνχληαη κε κεδέλ, εθηφο απφ ην l-oζηφ πνπ 

ηζνχηαη κε έλα.  ΢πλεπψο ην θέξδνο ελφο παίθηε δίλεηαη απφ ηελ απφζηαζε απφ 

ηνλ l-oζηφ θνληηλφηεξν παίθηε. 

 Γιάνςζμα Αθποίζμαηορ:  

(1,. . . ,1) φπνπ ην θέξδνο ελφο παίθηε δίλεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ 

απφ φινπο ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο. 

 Γιάνςζμα l-καηάληξηρ:  

(0,. . . ,0,1,. . . ,1) φπνπ ηα ηειεπηαία l ζηνηρεία ηζνχληαη κε έλα θαη ηα ππφινηπα 

κε κεδέλ.  Άξα ην θέξδνο ελφο παίθηε δίλεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ 

απνζηάζεσλ απφ ηνπο l καθξηλφηεξνπο παίθηεο. 
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3.1  Παίγνια Απομόνυζηρ Πληζιέζηεπος Γείηονα και ΢ςνολικήρ Απόζηαζηρ 
 

΢ηελ ππνελφηεηα απηή, παξνπζηάδεηαη κειέηε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζηα παίγληα 

απνκφλσζεο κε δηαλχζκαηα βάξνπο (1,0,. . . ,0) (παίγληα απνκφλσζεο πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα) θαη (1,1,. . . ,1) (παίγληα απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο) [17].  

 

Θεώπημα 26 [17] 

Όηαλ ην Ω είλαη ζπκκεηξηθφ, ηα παίγληα απνκφλσζεο πιεζηέζηεξνπ γείηνλα θαη ηα 

παίγληα απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο απνηεινχλ παίγνια ιζσύορ.  Όηαλ φκσο ην 

Ω είλαη αζπκκεηξέο θαη πεπεξαζκέλν, ην λα απνθαζηζηεί αλ ηα παίγληα απηά έρνπλ 

ηζνξξνπία Nash είλαη NP-πιήξεο.   

 

Σν ηειεπηαίν απνδεηθλχεηαη κε αλαγσγή ζε έλα γλσζηφ NP-δχζθνιν πξφβιεκα, ην 

πξφβιεκα ΢ΤΝΟΛΟΤ ΟΜΑΓΟΠΟΙΗ΢Η΢.    

 

Θεώπημα 27 [17] 

Σα ζπκκεηξηθά παίγληα απνκφλσζεο πιεζηέζηεξνπ γείηνλα θαη ζπλνιηθήο απφζηαζεο 

είλαη παίγληα ηζρχνο.  Αληίζηνηρα, ηα κε ζπκκεηξηθά παίγληα απνκφλσζεο 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα θαη ζπλνιηθήο απφζηαζεο κπνξεί λα κελ έρνπλ ηζνξξνπία Nash.  

 

 

Μειέηε έρεη πξαγκαηνπνηεζεί θαη ζηα παίγληα απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο [4]. 

Γίλεηαη ε κοινυνική ζςνάπηηζη SUM ε νπνία νξίδεηαη σο ην άζξνηζκα ησλ θεξδψλ 

φισλ ησλ παηθηψλ.  ΢χκθσλα κε ην SUM, γηα θάζε l∈[k-1], ην ηίκεκα αλαξρίαο θαη ην 

ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο l-επηινγήο είλαη απεξηφξηζην. 

 

Όπσο έρεη απνδεηρζεί [17], ηα παίγληα απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο είλαη παίγνια 

ιζσύορ, δειαδή ππάξρεη ηζνξξνπία Nash θαη κάιηζηα απφ νπνηνδήπνηε αξρηθφ πξνθίι 

ζηξαηεγηθήο.   Η κειέηε ζπγθέληξσζε θάπνηα απνηειέζκαηα ηα νπνία παξνπζηάδνληαη 

ζηε ζπλέρεηα.  Σν ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο  ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο ζπλνιηθήο 

απφζηαζεο θάησ απφ ηελ θνηλσληθή ζπλάξηεζε SUM είλαη 1.  Δπίζεο ην ηίκεκα 

αλαξρίαο  ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο θάησ απφ ηελ θνηλσληθή 

ζπλάξηεζε SUM είλαη 2.  

Γίλεηαη επίζεο ε κοινυνική ζςνάπηηζη MIN, ε νπνία νξίδεηαη σο ην ειάρηζην θέξδνο 

αλά παίθηε θαη ηα απνηειέζκαηα ζρεηηθά κε απηφ παξνπζηάδνληαη ζηε ζπλέρεηα.  Σν 

ηίκεκα αλαξρίαο  ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο θάησ απφ ηελ 

θνηλσληθή ζπλάξηεζε MIN είλαη κεηαμχ 2 θαη 2(k+1)/k-1.  

Σν ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο  ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο θάησ απφ 

ηελ θνηλσληθή ζπλάξηεζε MIN είλαη κεηαμχ 1 θαη (k+1)/(k-1). 
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3.2  Μονοηονικά Αςξανόμενα Παίγνια Απομόνυζηρ 
 

Καηεγνξία ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο, απνηεινχλ ηα Μονοηονικά Αςξανόμενα 

Παίγνια Απομόνυζηρ [17].  Έλα δεχγνο ζεκείσλ u,v∈Ω είλαη έλα δεχγνο πνιηθψλ 

ζεκείσλ αλ γηα θάζε ζεκείν w∈Ω, ην Γ(u,w) + Γ(w,v) ≤ Γ(u,v) ηζρχεη.  Πεξηνρέο κε 

πνιηθά ζεκεία πεξηιακβάλνπλ κνλνδηάζηαηεο θπθιηθέο πεξηνρέο, δπδηάζηαηεο 

ζθαηξηθέο πεξηνρέο, πιέγκα n δηαζηάζεσλ κε θαλφλα L1 σο ηε ζπλάξηεζε απφζηαζεο 

θηι.  

 

Θεώπημα 28 [17] 

Αλ ην Ω έρεη έλα δεχγνο πνιηθψλ ζεκείσλ, ηφηε νπνηνδήπνηε κνλνηνληθά απμαλφκελν 

παίγλην απνκφλσζεο ζην Ω έρεη ηζνξξνπία Nash. 

 

 

 

3.3  Μονοηονικά Μειυμένα Παίγνια Απομόνυζηρ  

 

Μία άιιε θαηεγνξία ησλ παηγληδηψλ απνκφλσζεο, απνηεινχλ ηα Μονοηονικά 

Μειυμένα Παίγνια Απομόνυζηρ [17]. Να ζεκεηψζνπκε φηη ζρεηηθά κε ηα 

ζπγθεθξηκέλα παίγληα δελ ππάξρνπλ δηαζέζηκα απνδεδεηγκέλα απνηειέζκαηα ιφγσ ηεο 

πνιππινθφηεηαο ηνπο ζην λα αλαιπζνχλ (ηνπιάρηζην κέρξη ην ζεκείν κειέηεο θαη 

ζπγγξαθήο ηνπ δεδνκέλνπ άξζξνπ γηα ηνπο ζπγγξαθείο).  Αθνινπζνχλ θάπνηα γεληθά 

απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο. 

 

Θεώπημα 29 [17] 

΢ε ζπλερή κνλνδηάζηαην θπθιηθφ ρψξν Ω, ην παίγλην απνκφλσζεο κε δηάλπζκα βάξνπο  

w = (w1,w2,. . .,wk-1) έρεη πάληνηε ηζνξξνπία Nash [16] εάλ ηζρχεη ην εμήο: 

 

 

Σα κνλνηνληθά κεησκέλα παίγληα απνκφλσζεο, ζε ζπλερή κνλνδηάζηαην θπθιηθφ ρψξν, 

ηθαλνπνηνχλ απηφκαηα ηελ πην πάλσ ζπλζήθε θαη ζπλεπψο έρνπλ ηζνξξνπία Nash. 

 

Δπηπξφζζεηα, ζεσξνχκε 6 ζεκεία Ω = {A,B,C,D,E,F} ζε κνλνδηάζηαην θπθιηθφ ρψξν 

κε απνζηάζεηο κεηαμχ δεπγψλ ζεκείσλ Γ(Α,Β)=13, Γ(Β,C)=5, Γ(C,D)=10, Γ(D,E)=10, 

Γ(Δ,F)=11 θαη Γ(F,A)=8.  Σν δηάλπζκα βάξνπο είλαη w=(1,1,0,0).  To παηγλίδη δελ 

απνηειεί ηζρχ βέιηηζηεο αληίδξαζεο θαη ζπλεπψο νχηε ηζρχ θαιχηεξεο αληίδξαζεο.  Mε 

επέθηαζε απφ ην κνλνδηάζηαην θπθιηθφ ρψξν ζε έλα γεληθεπκέλν ζπκκεηξηθφ ρψξν, 

κπνξεί λα κελ ππάξρεη ηζνξξνπία Nash γηα παίγληα απνκφλσζεο κε δηάλπζκα βάξνπο 

w=(1,1,0,. . . ,0).   
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΢ε έλα πεπεξαζκέλν ζπκκεηξηθφ ρψξν (Ω,Γ), ην λα απνθαζηζηεί ε χπαξμε ηζνξξνπίαο 

γηα παίγλην απνκφλσζεο κε δηάλπζκα βάξνπο w=(1,1,0,. . . ,0) είλαη ΝΡ-πιήξεο.  Η 

απφδεημε γίλεηαη κέζσ αλαγσγήο ζε γλσζηφ ΝΡ-δχζθνιν  πξφβιεκα, ηνπ πξνβιήκαηνο 

ΣΑΙΡΙΑ΢ΜΑΣΟ΢ 3 ΓΙΑ΢ΣΑ΢ΔΩΝ. 

 

 

3.4  Τπεπκύβορ n-Γιαζηάζευν  

 

Μία άιιε θαηεγνξία απνηειεί ν ςπεπκύβορ{0,1}
n
 n διαζηάζευν [17] κε ηελ απφζηαζε 

Hamming (επεμήγεζε ηεο απφζηαζεο Hamming παξαηίζεηαη ζην ζρήκα 2.5.2.1).   

 

΢ε έλα ππεξθχβν 2n δηαζηάζεσλ {0,1}
2n

 , ην λα απνθαζηζηεί αλ έλαο παίθηεο κπνξεί λα 

κεηαθηλεζεί ζε έλα ζεκείν ψζηε ην θέξδνο ηνπ λα είλαη ηνπιάρηζην n-1 ζην παίγλην 

απνκφλσζεο θνληηλφηεξνπ γείηνλα k παηθηψλ, είλαη ΝΡ-πιήξεο. 

Δίλαη ΝΡ-δχζθνιν ηo λα ππνινγηζηεί ε βέιηηζηε αληίδξαζε γηα έλα παίγλην 

απνκφλσζεο ζην ρψξν {0,1}
2n 

κε δηάλπζκα βάξνπο w =


c

,*,1 . . . (*, ,0, . . . ,0), φπνπ c 

είλαη κία ζηαζεξή ηηκή θαη ην * είλαη είηε 0 είηε 1.  

Αληίζεηα, ε βέιηηζηε αληίδξαζε γηα έλα παίγλην απνκφλσζεο k-παηθηψλ ζην ρψξν 

{0,1}
n 

κε δηάλπζκα βάξνπο w = (0, . . . ,0, 
c

,* . . . 1,*, ), φπνπ c είλαη κία ζηαζεξή ηηκή, k 

είλαη νξηνζεηεκέλν ζε poly(n) θαη ην * είλαη είηε 0 είηε 1,  κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζε 

πνιπσλπκηθφ ρξφλν. 

 

 

3.5  Παίγνια Απομόνυζηρ l-Δπιλογήρ 

 

Δπηπιένλ θαηεγνξία παηγλίσλ απνκφλσζεο απνηεινχλ ηα Παίγνια Απομόνυζηρ         

l-Δπιλογήρ.  Όπσο έρεη απνδεηρζεί [17] γηα ηα παηγλίδηα απηά ε χπαξμε ηεο ηζνξξνπίαο 

Nash είλαη εγγπεκέλε γηα νπνηνδήπνηε l∈[k-1].  ΢ηα παίγληα απηά, ην θέξδνο ηνπ 

παίθηε θαζνξίδεηαη απφ ηελ απφζηαζε απφ ηνλ l-νζηφ θνληηλφηεξν παίθηε.   

 

΢ην ζεκείν απηφ έρνπκε ηελ κοινυνική ζςνάπηηζη MIN, ε νπνία νξίδεηαη σο ην 

ειάρηζην θέξδνο αλά παίθηε.  Γηα θάζε l∈[k-1], ην ηίκεκα αλαξρίαο [13] πνπ 

πξναλαθέξζεθε, γηα ηα παίγληα απνκφλσζεο l-επηινγήο θάησ απφ ηελ θνηλσληθή 

ζπλάξηεζε MIN είλαη 2.  Έρεη απνδεηρζεί πσο γηα θάζε πεξίπησζε παηγλίνπ 

απνκφλσζεο l-επηινγήο ην ηίκεκα αλαξρίαο είλαη ην πνιχ 2.   

 

 

Όπσο επίζεο απνδείρζεθε [17], ηα παίγληα απνκφλσζεο πιεζηέζηεξνπ γείηνλα είλαη 

παίγληα ηζρχνο, νπνηαδήπνηε αθνινπζία ηεο θαιχηεξεο αληίδξαζεο πξέπεη λα νδεγεί ζε 

ηζνξξνπία Nash.  Έηζη γηα θάζε 1 < l < k , ην ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο [3],  θαη γηα θάζε 

παίγλην απνκφλσζεο l-επηινγήο θάησ απφ ηελ θνηλσληθή ζπλάξηεζε MIN, είλαη 1.  
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3.5.1  Παίγνια Απομόνυζηρ Μονήρ Δπιλογήρ 
 

Η κειέηε ζηα παίγληα απνκφλσζεο ζπλερίδεηαη θαη ζε άιιεο θαηεγνξίεο κε 

δηαθνξεηηθά δηαλχζκαηα βάξνπο, ζε ζπκκεηξηθή πεξηνρή [17].  Μία θαηεγνξία ησλ 

παηγληδηψλ απνκφλσζεο απνηεινχλ ηα Παίγνια Απομόνυζηρ Μονήρ Δπιλογήρ, ηα 

νπνία αλήθνπλ ζηε γεληθεπκέλε πεξίπησζε ησλ παηγλίσλ απνκφλσζεο l-επηινγήο αιιά 

κε l = 1.  ΢ηα παηγλίδηα απηά ππάξρεη πάληνηε ηζνξξνπία Nash αιιά δελ είλαη παίγληα 

ηζρχνο.  Σέηνην παξάδεηγκα παξνπζηάδεηαη πην θάησ ζην ΢ρήκα 3.1: 

 

  

΢σήμα 3.1 – παξάδεηγκα παίγληνπ απνκφλσζεο 5 παηθηψλ ζε κνλνδηάζηαην  

θπθιηθφ ρψξν 6 ζεκείσλ. 

 

Θεσξνχκε 6 ζεκεία Ω = {A,B,C,D,E,F} ζε κνλνδηάζηαην θπθιηθφ ρψξν κε απνζηάζεηο 

κεηαμχ δεπγψλ ζεκείσλ Γ(Α,Β)=15, Γ(Β,C)=11, Γ(C,D)=14, Γ(D,E)=16, Γ(Δ,F)=13 

θαη Γ(F,A)=12.  Οη 5 παίθηεο θαηαιακβάλνπλ ηα ζεκεία A,B,C,D θαη E αληίζηνηρα 

ζηελ αξρηθή ζχλζεζε. Σν δηάλπζκα βάξνπο είλαη (0,1,0,0).  Όπσο θαίλεηαη θαη ζην 

ζρήκα 3.2.1,  ην δπλακηθφ θαιχηεξεο αληίδξαζεο κπνξεί λα επαλαιακβάλεηαη επ‘ 

άπεηξνλ, θαη ζπλεπψο ην ζπγθεθξηκέλν παίγλην δελ είλαη παίγλην ηζρχνο.   

 

Έρεη επίζεο απνδείρζεί πσο: 

 

Θεώπημα 30 [17] 

Γηα πεπεξαζκέλν Ω, νπνηνδήπνηε παίγλην κνλήο επηινγήο ζην Ω θαη αξρηθή ζχλζεζε c, 

ππάξρεη κία αθνινπζία θαιχηεξεο αληίδξαζεο ζην παηγλίδη πνπ νδεγεί ζε ηζνξξνπία 

Nash. 
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3.6  Παίγνια Απομόνυζηρ l-Καηάληξηρ 

 

Σειεπηαία θαηεγνξία πνπ παξνπζηάδεηαη ζηα παίγληα απνκφλσζεο είλαη ηα Παίγνια 

Απομόνυζηρ l-Καηάληξηρ [4].  Tα παίγληα απηά απνηεινχλ γελίθεπζε ησλ παηγλίσλ 

απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ελφηεηα 3.1. 

Γηα θάζε 2 ≤ l ≤ k-2 ρξεζηκνπνηνχλ ην δηάλπζκα l-θαηάιεμεο (0,. . . ,0,1,. . . ,1) φπνπ ηα 

ηειεπηαία l ζηνηρεία ηζνχληαη κε 1 θαη ηα ππφινηπα κε 0.  Άξα ην θέξδνο ελφο παίθηε 

δίλεηαη απφ ην άζξνηζκα ησλ απνζηάζεσλ απφ ηνπο l καθξηλφηεξνπο παίθηεο. 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή, ζηα παίγληα απνκφλσζεο l-θαηάιεμεο, ε ηζνξξνπία Nash [16] 

δελ είλαη εγγπεκέλε φπσο επίζεο θαη νχηε απνηεινχλ παίγληα ηζρχνο. 
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Κεθάλαιο 4 

 

Παίγνια Voronoi ΢ε Κςκλικούρ Γπάθοςρ Με Υοπδή 

 

 

4.1 Παξαδείγκαηα Κπθιηθψλ Γξάθσλ Με Υνξδή     58 

4.2 ΢πκπεξάζκαηα          69 

 

  

 

Δθηφο απν ηηο ηνπνινγίεο πνπ πξναλαθέξζεθαλ, έρσ κειεηήζεη θαη κία άιιε θαηεγνξία 

γξάθσλ, ηνπο θπθιηθνχο γξάθνπο κε ρνξδή θαη πεξηπηψζεηο ηζνξξνπίαο Nash [16] θαη 

κε ηζνξξνπίαο ζ‘ απηνχο (ρσξίο απφδεημε).  Οη γξάθνη απηνί κνηάδνπλ κε ηνπο 

θπθιηθνχο γξάθνπο, κε ηε δηαθνξά φηη ηψξα έρνπκε θαη ρνξδέο.  Κάζε ρνξδή ελψλεη 2 

θνξπθέο ηνπ γξάθνπ.  Σν κνληέιν απηφ απνηειείηαη απφ έλα ζπλδεδεκέλν αθαηεχζπλην 

θπθιηθφ γξάθν G, ην πιήζνο ησλ θφκβσλ ηνπ γξάθνπ n, ην πιήζνο ησλ παηθηψλ k, 

φπνπ k∈N θαη k≤n θαη ηελ απφζηαζε ρνξδήο d.  Όπσο θαη ζηνπο αθαηεχζπληνπο 

θπθιηθνχο γξάθνπο ρσξίο ρνξδή [5, 15], πνπ πξναλαθέξζεθαλ, ηζνξξνπία Nash έρνπκε 

ζηελ πεξίπησζε φπνπ θαλέλαο παίθηεο δελ κπνξεί λα απμήζεη κνλνκεξψο ην θέξδνο 

ηνπ αιιάδνληαο ζηξαηεγηθή. Παξάδεηγκα ηέηνηνπ γξάθνπ θαίλεηαη ζην πην θάησ 

ζρήκα.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 4.1 – παξάδεηγκα θπθιηθνχ γξάθνπ κε ρνξδή 

 

 

΢ην ΢ρήκα 4.1 βιέπνπκε έλα παξάδεηγκα γξάθνπ κε: 

n = 6 

k = 2 

d = 2 (ε ρνξδή πξνζπεξλά 1 θφκβν θάζε θνξά, πάεη ζηνλ 2
ν
 θφκβν απφ εθεί πνπ 

μεθηλά) 
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H έλλνηα ηεο ρνξδήο ρξεζηκνπνηείηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ θέξδνπο θάζε παίθηε.  

Μέζσ ηεο ρνξδήο απμάλνληαη νη θφκβνη ζηνπο νπνίνπο βξίζθνληαη πην θνληά έλαο 

παίθηεο.  Βάζεη ηνπ παξαδείγκαηνο ζην ΢ρήκα 4.2, ν παίθηεο ζηνλ θφκβν 1 έρεη 

απφζηαζε κήθνπο 2 απφ ηνλ θφκβν 3 ρξεζηκνπνηψληαο ηελ πεξηθέξεηα ηνπ θχθινπ.  

Υξεζηκνπνηψληαο ηε ρνξδή, κε πξάζηλν ρξψκα, ε απφζηαζε ηνπ απφ ηνλ θφκβν 3 είλαη 

κφιηο 1.  Δπίζεο, ν κπιε παίθηεο έρεη ειάρηζηε απφζηαζε 2 απφ ηνλ θφθθηλν παίθηε, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ πξάζηλε ρνξδή θαη ηελ πεξηθέξεηα ηνπ θχθινπ κεηαμχ θφκβσλ 3 

θαη 4.  Γειαδή κπνξνχκε λα έρνπκε ζπλδηαζκφ ρνξδήο θαη πεξηθέξεηαο θχθινπ ζηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ θέξδνπο.  ΢ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα θάζε παίθηεο βξίζθεηαη ζε 

απφζηαζε 1 απφ φινπο ηνπο θφκβνπο (ρσξίο παίθηε) θαη ζπλεπψο κνηξάδνληαη φινπο 

ηνπο θφκβνπο απφ θνηλνχ.  Σν θέξδνο θάζε παίθηε είλαη 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 4.2 – ζπλέρεηα παξαδείγκαηνο θπθιηθνχ γξάθνπ κε ρνξδή 

κε ην θέξδνο θάζε παίθηε 

 

΢ην ζεκείν απηφ βιέπνπκε ηελ ζχγθξηζε ηνπ ίδηνπ παξαδείγκαηνο θπθιηθνχ γξάθνπ κε 

ρνξδή θαη ρσξίο ρνξδή.  Σν θέξδνο θάζε παίθηε ηζνχηαη κε 3 θαη ζηηο 2 πεξηπηψζεηο 

αιιά βιέπνπκε πσο δηαθέξνπλ νη θφκβνη (ή ην κεξίδην θφκβσλ) πνπ αληηζηνηρνχλ ζε 

θάζε παίθηε.  Η ζχγθξηζε θαίλεηαη πην θάησ, ζην ΢ρήκα 4.3. 

 

 

 

 

       

 

΢σήμα 4.3 – ΢χγθξηζε θέξδνπο παηθηψλ ζηνλ ίδην θπθιηθφ γξάθν 6 θφκβσλ θαη 

2 παηθηψλ α) ρσξίο ρνξδή θαη β) κε ρνξδή. 
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Αθνινπζνχλ παξαδείγκαηα θπθιηθψλ γξάθσλ κε ρνξδή κε ππνινγηζκφ θέξδνπο θάζε 

παίθηε.  Δπίζεο, ζε θάζε πεξίπησζε εμεηάδεηαη αλ ππάξρεη ηζνξξνπία ή φρη.  ΢ηα 

παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνχλ, ε αξίζκεζε θφκβσλ ιεηηνπξγεί κε ηε θνξά ηνπ 

ξνινγηνχ, θαη ν θάζε θφκβνο έρεη ζέζε i, φπνπ i=0,1,2,3,..θηι φπσο θαίλεηαη πην θάησ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢σήμα 4.4 – αξίζκεζε θφκβσλ 
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4.1 Παπαδείγμαηα Κςκλικών Γπάθυν Με Υοπδή 

 

Πεπίπηυζη 1: 

n = 9 

k = 3   

d = 2 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

Η αξρηθή ηνπνζεζία ησλ παηθηψλ είλαη ζηηο ζέζεηο j*n/k, δειαδή: 

Θέζε παίθηε 1: 0*9/3=0 

Θέζε παίθηε 2: 1*9/3=3 

Θέζε παίθηε 3: 2*9/3=6 

 

 

 

 

Kέξδε Παηθηψλ: 

Μπιέ Παίθηεο = 3 

Κφθθηλνο Παίθηεο = 3 

Κίηξηλνο Παίθηεο = 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε απφ ηε ζέζε i=3 ζηε ζέζε i=8, αλάκεζα ζηνλ κπιε 

παίθηε θαη ηνλ θίηξηλν παίθηε, θαη ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ. 

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 13/6 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ζηνλ θφκβν i=7, γηαηί δίλεη ην ίδην θέξδνο κε ηελ πεξίπησζε 

κεηαθίλεζεο ζηνλ θφκβν i=8 πνπ πξναλαθέξζεθε. 
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Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=1, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη ειέγρνπκε ην 

θέξδνο ηνπ. 

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 17/6 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=2, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη ειέγρνπκε ην 

θέξδνο ηνπ. 

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 3 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ηνπ θφθθηλνπ παίθηε ζηηο ζέζεηο i=4 θαη i=5, γηαηί ην θέξδνο 

πνπ ιακβάλνπκε είλαη ην ίδην κε ηηο πεξηπηψζεηο i=2 θαη i=1 αληίζηνηρα πνπ 

πξναλαθέξζεθαλ.  Γηα ηνλ ίδην ιφγν, δελ ρξεηάδεηαη λα γίλνπλ νη αληίζηνηρεο 

κεηαθηλήζεηο θαη γηα ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο θαζ‘ φηη ζα ιάβνπκε ηα ίδηα 

απνηειέζκαηα ζε θάζε αληίζηνηρε κεηαθίλεζε. 

 

Αθνχ ε κεηαθίλεζε ηνπ παίθηε, δειαδή ε αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ, δελ απνθέξεη 

θακία αχμεζε ζην αξρηθφ θέξδνο ηνπ ηφηε έρνπκε ηζνξξνπία. 

 

Η πεξίπησζε απηή είλαη ίδηα κε ηελ πεξίπησζε n=9, k=3 θαη d=7.  Η απεηθφληζε ηνπ 

δίλεη αθξηβψο ηνλ ίδην γξάθν κε ηηο ίδηεο ρνξδέο. 
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Πεπίπηυζη 2: 

n = 12 

k = 4   

d = 2 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

Η αξρηθή ηνπνζεζία ησλ παηθηψλ είλαη ζηηο ζέζεηο j*n/k, δειαδή: 

Θέζε παίθηε 1: 0*12/4=0 

Θέζε παίθηε 2: 1*12/4=3 

Θέζε παίθηε 3: 2*12/4=6 

Θέζε παίθηε 4: 3*12/4=9 

 

 

 

Kέξδε Παηθηψλ: 

Μπιέ Παίθηεο = 3 

Κφθθηλνο Παίθηεο = 3 

Κίηξηλνο Παίθηεο = 3 

Πξάζηλνο Παίθηεο = 3 

 

  

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε απφ ηε ζέζε i=3 ζηε ζέζε i=11, αλάκεζα ζηνλ κπιε 

παίθηε θαη ηνλ πξάζηλν παίθηε, θαη ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ.  

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 13/6 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=10, αλάκεζα ζηνλ κπιε παίθηε θαη ηνλ 

πξάζηλν παίθηε, θαη ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ. 

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 5/3 ≤ 3 
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Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο αλάκεζα ζηνλ θίηξηλν παίθηε θαη ηνλ πξάζηλν παίθηε, γηαηί ζα 

ιάβνπκε ην ίδην θέξδνο κε ηε κεηαθίλεζε αλάκεζα ζηνλ κπιε παίθηε θαη ηνλ πξάζηλν 

παίθηε.  

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=2, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη ειέγρνπκε ην 

θέξδνο ηνπ. 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 3 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=1, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη ειέγρνπκε ην 

θέξδνο ηνπ. 

 

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 17/6 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ηνπ θφθθηλνπ παίθηε ζηηο ζέζεηο i=4 θαη i=5, γηαηί ην θέξδνο 

πνπ ιακβάλνπκε είλαη ην ίδην κε ηηο πεξηπηψζεηο i=2 θαη i=1 αληίζηνηρα πνπ 

πξναλαθέξζεθαλ.  Δπίζεο, γηα ηνλ ίδην ιφγν, δελ ρξεηάδεηαη λα γίλνπλ νη αληίζηνηρεο 

κεηαθηλήζεηο θαη γηα ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο θαζ‘ φηη ζα ιάβνπκε ηα ίδηα 

απνηειέζκαηα ζε θάζε αληίζηνηρε κεηαθίλεζε. 

 

Αθνχ ε κεηαθίλεζε ηνπ παίθηε, δειαδή ε αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ, δελ απνθέξεη 

θακία αχμεζε ζην αξρηθφ θέξδνο ηνπ ηφηε έρνπκε ηζνξξνπία. 

Η πεξίπησζε απηή είλαη ίδηα κε ηελ πεξίπησζε n=12, k=4 θαη d=10.  Η απεηθφληζε ηνπ 

δίλεη αθξηβψο ηνλ ίδην γξάθν κε ηηο ίδηεο ρνξδέο. 



62 

 

Πεπίπηυζη 3: 

n = 9 

k = 3   

d = 3 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

Η αξρηθή ηνπνζεζία ησλ παηθηψλ είλαη ζηηο ζέζεηο j*n/k, δειαδή: 

Θέζε παίθηε 1: 0*9/3=0 

Θέζε παίθηε 2: 1*9/3=3 

Θέζε παίθηε 3: 2*9/3=6 

 

 

Kέξδε Παηθηψλ: 

Μπιέ Παίθηεο = 3 

Κφθθηλνο Παίθηεο = 3 

Κίηξηλνο Παίθηεο = 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε απφ ηε ζέζε i=3 ζηε ζέζε i=8, αλάκεζα ζηνλ κπιε 

παίθηε θαη ηνλ θίηξηλν παίθηε, θαη ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ.  

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 10/3 > 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παξαηεξνχκε φηη κε αιιαγή ζηξαηεγηθήο, ν θφθθηλνο παίθηεο απμάλεη ην θέξδνο ηνπ.  

Γελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ηηο άιιεο πεξηπηψζεηο αιιαγήο ζηξαηεγηθήο θαη 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη δελ έρνπκε ηζνξξνπία. 
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Πεπίπηυζη 4: 

n = 9 

k = 3   

d = 4 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

Η αξρηθή ηνπνζεζία ησλ παηθηψλ είλαη ζηηο ζέζεηο j*n/k, δειαδή: 

Θέζε παίθηε 1: 0*9/3=0 

Θέζε παίθηε 2: 1*9/3=3 

Θέζε παίθηε 3: 2*9/3=6 

 

 

Kέξδε Παηθηψλ: 

Μπιέ Παίθηεο = 3 

Κφθθηλνο Παίθηεο = 3 

Κίηξηλνο Παίθηεο = 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε απφ ηε ζέζε i=3 ζηε ζέζε i=8, αλάκεζα ζηνλ κπιε 

παίθηε θαη ηνλ θίηξηλν παίθηε, θαη ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ.  

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 3 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ζηνλ θφκβν i=7, γηαηί δίλεη ην ίδην θέξδνο κε ηελ πεξίπησζε 

κεηαθίλεζεο ζηνλ θφκβν i=8 πνπ πξναλαθέξζεθε. 

 



64 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=2, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη ειέγρνπκε ην 

θέξδνο ηνπ. 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 17/6 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε ζηε ζέζε i=1, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη ειέγρνπκε ην 

θέξδνο ηνπ. 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 13/6 ≤ 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ηνπ θφθθηλνπ παίθηε ζηηο ζέζεηο i=4 θαη i=5, γηαηί ην θέξδνο 

πνπ ιακβάλνπκε είλαη ην ίδην κε ηηο πεξηπηψζεηο i=2 θαη i=1 αληίζηνηρα πνπ 

πξναλαθέξζεθαλ.  Δπίζεο, γηα ηνλ ίδην ιφγν, δελ ρξεηάδεηαη λα γίλνπλ νη αληίζηνηρεο 

κεηαθηλήζεηο θαη γηα ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο θαζ‘ φηη ζα ιάβνπκε ηα ίδηα 

απνηειέζκαηα ζε θάζε αληίζηνηρε κεηαθίλεζε. 

 

Αθνχ ε κεηαθίλεζε ηνπ παίθηε, δειαδή ε αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ, δελ απνθέξεη 

θακία αχμεζε ζην αξρηθφ θέξδνο ηνπ, ηφηε έρνπκε ηζνξξνπία. 

 

 

Η πεξίπησζε απηή είλαη ίδηα κε ηελ πεξίπησζε n=9, k=3 θαη d=5.  Η απεηθφληζε ηνπ 

δίλεη αθξηβψο ηνλ ίδην γξάθν κε ηηο ίδηεο ρνξδέο. 
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Πεπίπηυζη 5: 

n = 10 

k = 5   

d = 3 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

Η αξρηθή ηνπνζεζία ησλ παηθηψλ είλαη ζηηο ζέζεηο j*n/k, δειαδή: 

Θέζε παίθηε 1: 0*10/5=0 

Θέζε παίθηε 2: 1*10/5=2 

Θέζε παίθηε 3: 2*10/5=4 

Θέζε παίθηε 4: 2*10/5=6 

Θέζε παίθηε 5: 2*10/5=8 

 

 

 

Kέξδε Παηθηψλ: 

Κφθθηλνο Παίθηεο = 2 

Μπιέ Παίθηεο = 2 

Κίηξηλνο Παίθηεο = 2 

Πξάζηλνο Παίθηεο = 2 

Μσβ Παίθηεο = 2 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ κπιε παίθηε απφ ηε ζέζε i=2 ζηε ζέζε i=1, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη 

ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ.  

 

 

Κέξδνο Μπιε Παίθηε = 2 ≤ 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ζηνπο θφκβν i=3, γηαηί δίλεη ην ίδην θέξδνο κε ηελ πεξίπησζε 

κεηαθίλεζεο ζηνλ θφκβν i=1 πνπ πξναλαθέξζεθε. 
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Μεηαθηλνχκε ηνλ κπιε παίθηε ζηε ζέζε i=9, αλάκεζα ζηνλ θφθθηλν παίθηε θαη ηνλ 

κσβ παίθηε, θαη ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ.  

 

Κέξδνο Μπιε Παίθηε = 2 ≤ 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν θαη νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζηηο ίδηεο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο, δελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ην θέξδνο ηνπ παίθηε ζε 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ζηνπο θφκβν i=5 θαη i=7, γηαηί δίλεη ην ίδην θέξδνο κε ηελ 

πεξίπησζε κεηαθίλεζεο ζηνλ θφκβν i=1 πνπ πξναλαθέξζεθε.  Δπίζεο, γηα ηνλ ίδην 

ιφγν, δελ ρξεηάδεηαη λα γίλνπλ νη αληίζηνηρεο κεηαθηλήζεηο θαη γηα ηνπο ππφινηπνπο 

παίθηεο θαζ‘ φηη ζα ιάβνπκε ηα ίδηα απνηειέζκαηα ζε θάζε αληίζηνηρε κεηαθίλεζε. 

 

Αθνχ ε κεηαθίλεζε ηνπ παίθηε, δειαδή ε αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ, δελ απνθέξεη 

θακία αχμεζε ζην αξρηθφ θέξδνο ηνπ, ηφηε έρνπκε ηζνξξνπία. 

 

 

Η πεξίπησζε απηή είλαη ίδηα κε ηελ πεξίπησζε n=10, k=5 θαη d=7.  Η απεηθφληζε ηνπ 

δίλεη αθξηβψο ηνλ ίδην γξάθν κε ηηο ίδηεο ρνξδέο. 
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Πεπίπηυζη 6: 

n = 15 

k = 5   

d = 3 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

Η αξρηθή ηνπνζεζία ησλ παηθηψλ είλαη ζηηο ζέζεηο j*n/k, δειαδή: 

Θέζε παίθηε 1: 0*10/5=0 

Θέζε παίθηε 2: 1*10/5=3 

Θέζε παίθηε 3: 2*10/5=6 

Θέζε παίθηε 4: 2*10/5=9 

Θέζε παίθηε 5: 2*10/5=12 

 

 

Kέξδε Παηθηψλ: 

Μπιέ Παίθηεο = 3 

Κφθθηλνο Παίθηεο = 3 

Κίηξηλνο Παίθηεο = 3 

Πξάζηλνο Παίθηεο = 3 

Μσβ Παίθηεο = 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μεηαθηλνχκε ηνλ θφθθηλν παίθηε απφ ηε ζέζε i=3 ζηε ζέζε i=1, ζηε γεηηνληά ηνπ, θαη 

ειέγρνπκε ην θέξδνο ηνπ.  

 

 

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 3,5 ≤ 

3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παξαηεξνχκε φηη κε αιιαγή ζηξαηεγηθήο, ν θφθθηλνο παίθηεο απμάλεη ην θέξδνο ηνπ.  

Γελ ρξεηάδεηαη λα ειέγμνπκε ηηο άιιεο πεξηπηψζεηο αιιαγήο ζηξαηεγηθήο θαη 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη δελ έρνπκε ηζνξξνπία. 



68 

 

Πεπίπηυζη 7: 
n = 9 

k = 2   

d = 3 

j = 0 ≤ j < k μεθηλψληαο απφ ην 0 θαη απμάλνληαο θαηά 1. 

 

΢ηηο πεξηπηψζεηο ησλ 2 παηθηψλ, δελ παίδεη κεγάιν ξφιν ε αξρηθή ζέζε ησλ παηθηψλ.  

Όπνηνπο θφκβνπο θαη λα θαηαιάβνπλ νη 2 παίθηεο ην θέξδνο ηνπ θαζελφο ηζνχηαη 

πάληνηε κε n/k.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κέξδνο Μπιε Παίθηε = 4,5                                           Κέξδνο Μπιε Παίθηε = 4,5  

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 4,5                                    Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 4,5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κέξδνο Μπιε Παίθηε = 4,5                                           Κέξδνο Μπιε Παίθηε = 4,5  

Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 4,5                                    Κέξδνο Κφθθηλνπ Παίθηε = 4,5 

 

Λφγσ ηνπ φηη πξφθεηηαη γηα θχθιν, νη ίδηεο πεξηπηψζεηο ηνπ αξηζηεξνχ εκηζθαίξηνπ ηνπ 

θχθινπ δίλνπλ ηα ίδηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα κε απηά πνπ θαίλνληαη πην πάλσ θαη 

έηζη παξαιείπνληαη.  Γηα ηνλ ίδην ιφγν δελ ρξεηάδεηαη λα δνχκε ηηο πεξηπηψζεηο ηνπ 

κπιε παίθηε.  Αθνχ ε κεηαθίλεζε ηνπ παίθηε, δειαδή ε αιιαγή ζηξαηεγηθήο ηνπ, δελ 

απνθέξεη θακία αχμεζε ζην αξρηθφ θέξδνο ηνπ, ηφηε έρνπκε ηζνξξνπία. 
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4.2 ΢ςμπεπάζμαηα 

 

 

Θεσξνχκε n ην πιήζνο ησλ θφκβσλ, k ην πιήζνο ησλ παηθηψλ, d ε απφζηαζε ρνξδήο 

θαη j έλαο κεηξεηήο πνπ μεθηλά απφ ην 0 κέρξη ην k-1 (γηα θάζε παίθηε ηνπ παηγληδηνχ). 

 

 Βάζεη ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ πξνεγήζεθαλ, έρσ θαηαιήμεη ζηηο εμήο ηθαζίεο: 

 

 ΢ηηο πεξηπηψζεηο 2 παηθηψλ έρνπκε πάληα ηζνξξνπία αλεμάξηεηα απφ ην πιήζνο 

ησλ θφκβσλ θαη ηελ απφζηαζε ηεο ρνξδήο. Σν θέξδνο θάζε παίθηε ηζνχηαη 

πάληα κε n/k. 

 Όηαλ πξνζηεζνχλ νη ρνξδέο ζηνλ γξάθν, νη ρνξδέο δεκηνπξγνχλ πνιχγσλα.  Αλ 

θάζε γσληά ηνπ ίδηνπ πνιπγψλνπ εθάπηεηαη ζε θφκβν κε παίθηε, ψζηε φιεο νη 

γσληέο λα θαιχπηνπλ φινπο ηνπο παίθηεο, ζρεκαηίδνληαο πνιχγσλν κε k γσληέο, 

ηφηε ν γξάθνο δελ έρεη ηζνξξνπία. 

Δπίζεο, νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη αξρηθά ζηηο ζέζεηο ηνπ γξάθνπ j*n/k,  

δειαδή νη παίθηεο ηζαπέρνπλ ν έλαο απφ ηνλ άιιν θαη επίζεο n είλαη 

πνιιαπιάζην ηνπ k.  Γειαδή, ν πξψηνο παίθηεο (j=0) ζα ηνπνζεηεζεί ζηελ ζέζε 

0*n/k (κε αξίζκεζε ζχκθσλα κε ηε θνξά ηνπ ξνινγηνχ, φπσο θαίλεηαη ζην 

ζρήκα 4.4), ν δεχηεξνο παίθηεο (j=1) ζα ηνπνζεηεζεί ζηελ ζέζε 1*n/k θ.ν.θ.  Σα 

πνιχγσλα k γσληψλ ζρεκαηίδνληαη φηαλ απφ θάζε θφκβν κε παίθηε μεθηλά κία 

ρνξδή θαη θαηαιήγεη ζηνλ ακέζσο επφκελν θφκβν κε παίθηε .  Μεηά ε επφκελε 

ρνξδή μεθηλά απφ ηνλ θφκβν απηφ θαη θαηαιήγεη ζηνλ ακέζσο επφκελν θφκβν 

κε παίθηε θηι.  Απηφ ζπλερίδεηαη κέρξη λα επηζηξέςεη ε αθκή ηεο ρνξδήο πίζσ 

ζηνλ θφκβν πνπ μεθίλεζε θαη δεκηνπξγεζεί ην πνιχγσλν k γσληψλ. 

 

΢ηα πην θάησ παξαδείγκαηα κε ηζνξξνπίαο παξνπζηάδνληαη κε γθξίδν ρξψκα ηα 

πνιχγσλα πνπ δεκηνπξγνχληαη ζε πεξίπησζε πνπ δελ έρνπκε ηζνξξνπία ζε 2 

δηαθνξεηηθνχο θπθιηθνχο γξάθνπο κε ρνξδή (νη νπνίνη έρνπλ αλαιπζεί πξνεγνπκέλσο): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Όπσο θαίλεηαη ζηα πην πάλσ ζρήκαηα, θάζε γσληά ελφο απφ ηα  πνιχγσλα πιήζνπο d (3 

ζηηο ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο) πνπ δεκηνπξγνχληαη εμαηηίαο ησλ ρνξδψλ, εθάπηεηαη 

ζηνπο k θφκβνπο κε παίθηε.  Με άιια ιφγηα, φηαλ ππάξρνπλ ρνξδέο πιήζνπο ίζν κε ην 

πιήζνο ησλ παηθηψλ, φπνπ θαη ηα 2 άθξα ηνπο εθάπηνληαη ζε θφκβν κε παίθηε, ηφηε δελ 

έρνπκε ηζνξξνπία.   
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Κεθάλαιο 5 

 

΢ύνοτη  

 

Οη βάζεηο ησλ αληαγσληζηηθψλ παηγλίσλ ηνπνζέηεζεο εμππεξεηεηψλ ηέζεθαλ απφ ην 

κνληέιν Hotelling [11] παξνπζηάδνληαο έλα απιφ κνληέιν απφ δχν πσιεηέο παγσηνχ 

ζε κία επζεία παξαιίαο.  Έπεηηα αθνινχζεζαλ ζπνπδαίεο κειέηεο, εθ ησλ νπνίσλ ε 

πνιχ ζεκαληηθή κειέηε ηνπ John Nash, ε νπνία έδεημε πσο ε ηζνξξνπία Nash[16], ε 

νπνία πήξε θαη ην φλνκα ηνπ, ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο είλαη αδχλαηνλ λα πξνβιεθζεί.   

Ωο επαθφινπζν ηνπ ζπκπεξάζκαηνο απηνχ, πνιινί επηζηήκνλεο άξρηζαλ λα κειεηνχλ 

ηξφπνπο πξφβιεςεο ηεο ηζνξξνπία Nash.    

΢ηελ εξγαζία κνπ έρεη κειεηεζεί ε ηζνξξνπία Nash ζε παίγληα Voronoi ζε 

αθαηεχζπληνπο γξάθνπο [5], ζηελ νπνία έρεη απνδεηρζεί ε χπαξμε ελφο απινχ γξάθνπ 

πνπ δελ επηηξέπεη ηελ ηζνξξνπία Nash, αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ 2 παηθηψλ.  

Δπίζεο, ην λα απνθαζηζηεί ε χπαξμε ηζνξξνπίαο Nash ζε γεληθνχο γξάθνπο κε 

απζαίξεην πιήζνο παηθηψλ είλαη ΝΡ-δχζθνιν.  Έρεη επίζεο εηζαρζεί ε έλλνηα ηνπ 

θνηλσληθνχ θφζηνπο δηαθνξνπνίεζεο, σο ν κέγηζηνο ιφγνο κεηαμχ ησλ θνηλσληθψλ 

θφζησλ 2 ηζνξξνπηψλ Nash.  Γηα ζπλδεδεκέλνπο γξάθνπο, έρεη απνδεηρζεί πσο ην 

θνηλσληθφ θφζηνο δηαθνξνπνίεζεο είλαη Ω( kn / ) θαη Ο( nk ). Ο ραξαθηεξηζκφο πνπ 

δφζεθε, φκσο, γηα φιεο ηηο ηζνξξνπίεο Nash απνδείρζεθε ιαλζαζκέλνο θαη ρξεηάζηεθε 

θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο.  Οη ηξνπνπνηήζεηο απηέο δψζεζαλ ζε κειέηε πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε έλα ρξφλν αξγφηεξα [15].  Έρεη δσζεί ν αθξηβήο ραξαθηεξηζκφο 

φισλ ησλ ηζνξξνπηψλ Nash, ηα θξηηήξηα χπαξμεο ηζνξξνπίαο θαζψο επίζεο θαη ηα 

αθξηβή ηηκήκαηα αλαξρίαο θαη ζηαζεξφηεηαο.  Έρεη απνδεηρζεί πσο νπνηνδήπνηε 

πξνθίι ζηξαηεγηθήο πνπ ηνπνζεηεί ηνπο παίθηεο κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα ηζαπέρνπλ ν 

έλαο απφ ηνλ άιιν, ζχκθσλα κε ηνλ θχθιν, απνηειεί ηζνξξνπία Nash.  Δπίζεο, ηα 

πξνθίι ζηξαηεγηθήο ζε θπθιηθφ γξάθν φπνπ νη παίθηεο είλαη ηνπνζεηεκέλνη ζε ζρεδφλ 

ηζαπέρνπζεο απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο έρνπλ βέιηηζην θνηλσληθφ θφζηνο.  Παξάιιεια, 

θακία ηζνξξνπία Nash δελ έρεη θνηλσληθφ θφζηνο κεγαιχηεξν απφ 
4

9
θνξέο ην βέιηηζην 

θφζηνο. 

΢ηε κειέηε γηα ηζνξξνπία Nash ζε κεηαβαηηθνχο γξάθνπο [8], κειεηήζεθαλ νη γξάθνη 

νη νπνίνη είλαη κεηαβαηηθνί θαηά ηηο θνξπθέο ηνπο, δειαδή θαίλνληαη νη ίδνη απφ θάζε 

θφκβν.  Έρεη απνδεηρζεί πσο γηα ηνπο γελλαηφδσξα κεηαβαηηθνχο θαηά ηηο θνξπθέο ηνπο 

γξάθνπο, νπνηαδήπνηε ηνπνζέηεζε γηα ηνπο 2 παίθηεο απνδίδεη ζε ηζνξξνπία Nash.  Σν 

ίδην φκσο δελ ηζρχεη θαη γηα ηνπο θπβηθά ζπλδεδεκέλνπο θχθινπο.  Αθνχ ζηάζεθε 

αδχλαηνλ λα ζπλερηζηεί ε κειέηε ζηνλ ίδην γξάθν γηα άλσ ησλ 2 παηθηψλ, θαζηεξψζεθε 

ην Θεψξεκα ησλ Γχν Φξνπξψλ γηα θηιηθνχο γξάθνπο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ 3 

παηθηψλ.  ΢ηελ πεξίπησζε ησλ 4 παηθηψλ, ζηελ πεξίπησζε φπνπ επηηξέπνληαη άλσ ηνπ 

ελφο παίθηε ζηνλ ίδην θφκβν, έρεη απνδεηρζεί ε χπαξμε ηζνξξνπίαο γηα έλα απζαίξεην 

θηιηθφ γξάθν.  ΢ηελ πεξίπσζε φπνπ δελ επηηξέπνληαη άλσ ηνπ ελφο παίθηε ζηνλ ίδην 

θφκβν, αιιά πάιη γηα 4 παίθηεο, ην ζεψξεκα ηζρχεη κφλν ππνζέησληαο πσο ν θηιηθφο 

γξάθνο είλαη δηκεξήο θαη έρεη πεξηηηή δηάκεηξν. 
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Ωο γελίθεπζε ησλ παηγλίσλ Voronoi, πξνηάζεθαλ ηα παίγληα απνκφλσζεο [17], φπνπ ε 

δηαθνξά ηνπο απφ ηα παίγληα Voronoi [5] είλαη φηη ν ζηφρνο θάζε παίθηε είλαη λα 

ηνπνζεηεζεί φζν πην καθξηά γίλεηαη απφ ηνπο ππφινηπνπο παίθηεο.  Έρεη απνδεηρζεί  φηη 

ην λα απνθαζηζηεί ε χπαξμε ηζνξξνπίαο Nash ζηα παίγληα απηά είλαη ΝΡ-δχζθνιν.  

Δπίζεο, γηα ηα παίγληα απνκφλσζεο φπνπ θάζε παίθηεο επηζπκεί λα κεγηζηνπνηήζεη ηελ 

απφζηαζε ηνπ απφ ηνλ m-πιεζηέζηεξν παίθηε, θαη γηα θάζε m, ππάξρεη πάληνηε 

ηζνξξνπία.  ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ m=1, ην παίγλην είλαη έλα παίγλην ηζρχνο.  Σν ίδην 

φκσο δελ ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε φπνπ m>1.  Γεληθφηεξα έρεη απνδεηρζεί πσο ζε 

θάζε ζπκκεηξηθφ ρψξν ηα παίγληα απνκφλσζεο πιεζηέζηεξνπ γείηνλα θαη ζπλνιηθήο 

απφζηαζεο είλαη παίγληα ηζρχνο, ηα νπνία ζπλεπάγνληαη ηελ χπαξμε ηζνξξνπίαο Nash 

θαη ηε ζχγθιηζε νπνηνπδήπνηε δπλακηθνχ θαιχηεξεο αληίδξαζεο.  Παξάιιεια, ζην 

ζπκκεηξηθφ ρψξν, γηα ηα παίγληα απνκφλσζεο l-επηινγήο, έρεη απνδεηρζεί πσο ππάξρεη 

πάληα ηζνξξνπία Nash θαη πσο ππάξρεη πάληα έλα δπλακηθφ θαιχηεξεο αληίδξαζεο πνπ 

ζπγθιίλεη ζε ηζνξξνπία αθφκα θη αλ ην παίγλην δελ απνηειεί παίγλην ηζρχνο. Γηα κε 

ζπκκεηξηθνχο ρψξνπο θαη κε κεδεληθά δηαλχζκαηα βάξνπο, ππάξρεη πάληνηε έλα 

παίγλην πνπ δελ έρεη ηζνξξνπία Nash. 

Έρεη επίζεο κειεηεζεί ε γλήζηα ηζνξξνπία Nash ζηα παίγληα απνκφλσζεο l-επηινγήο 

θαη ζηα παίγληα απνκφλσζεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο [4].     Γηα ηα παίγληα απνκφλσζεο 

l-θαηάιεμεο έρεη απνδεηρζεί πσο ε ηζνξξνπία Nash δελ κπνξεί λα ππάξμεη. 

Ωο επέθηαζε ησλ παηγλίσλ Voronoi ζε θπθιηθφ αθαηεχζπλην γξάθν, έρσ κειεηήζεη 

(ρσξίο λα ππνβάισ απνδείμεηο) ηα παίγληα Voronoi ζε θπθιηθφ αθαηεχζπλην γξάθν κε 

ρνξδή θαη ηελ ηζνξξνπία Nash ζ‘ απηνχο.  ΢ηηο πεξηπηψζεηο πνπ έρσ κειεηήζεη νη 

παίθηεο είλαη αξρηθά  ηνπνζεηεκέλνη ζε ίζεο απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο θαη ην πιήζνο ησλ 

θφκβσλ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ πιήζνπο ησλ παηθηψλ.  ΢ηε κειέηε κνπ απηή έρσ 

θαηαιήμεη ζην ζπκπέξαζκα πσο φηαλ ππάξρνπλ ρνξδέο πιήζνπο ίζν κε ην πιήζνο ησλ 

παηθηψλ, φπνπ θαη ηα 2 άθξα ηνπο εθάπηνληαη ζε θφκβν κε παίθηε, ηφηε δελ έρνπκε 

ηζνξξνπία.
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Πίνακαρ Δλληνικών Οπιζμών  

 

Πην θάησ παξνπζηάδεηαη ν πίλαθαο ησλ ειιεληθψλ νξηζκψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηα 

πιαίζηα ηεο εξγαζίαο κνπ,  κε ηνπο αληίζηνηρνπο αγγιηθνχο.  

(κε αιθαβεηηθή ζεηξά) 

 
αληαγσληζηηθή ηνπνζέηεζε εμππεξεηεηψλ competitive facility location 

βέιηηζηε αληίδξαζε best response 

γξάθνο κεηαβαηηθφο θαηά ηηο θνξπθέο ηνπ vertex-transitive graph 

γξάθνο γελλαηφδσξα κεηαβαηηθφο θαηά ηηο 

θνξπθέο ηνπ 

generously vertex-transitive graph 

δηάλπζκα Αζξνίζκαηνο sum vector 

δηάλπζκα l -επηινγήο l-selection vector 

δηάλπζκα l -θαηάιεμεο l -suffix vector 

δηκεξήο γξάθνο bipartite graph 

δηκεξήο ηφξνο d-δηαζηάζεσλ d-dimensional bipartite torus 

δπλακηθφ βέιηηζηεο αληίδξαζεο best response dynamic 

δπλακηθφ θαιχηεξεο αληίδξαζεο better response dynamic 

ηζρχο βέιηηζηεο αληίδξαζεο better response potential 

ηζρχο θαιχηεξεο αληίδξαζεο best response potential 

θαιχηεξε αληίδξαζε better response 

θνηλφ πξνθίι ζηξαηεγηθήο standard strategy profile 

θνηλσληθή ζπλάξηεζε social function 

θνηλσληθφ θφζηνο social cost 

θνηλσληθφ θφζηνο δηαθνξνπνίεζεο social cost discrepancy 

θπβηθά ζπλδεδεκέλνη θχθινη d-δηαζηάζεσλ d-dimensional cube-connected-cycles 

κνλνηνληθά Απμαλφκελα Παίγληα monotonically increasing games 

κνλνηνληθά Μεησκέλα Παίγληα monotonically decreasing games 

παίγληα απνκφλσζεο isolation games 

παίγληα πιεζηέζηεξνπ γείηνλα nearest neighbor games 

παίγληα ζπλνιηθήο απφζηαζεο total distance games 

παίγλην ηζρχνο potential game 

πξφβιεκα 3-ΓΙΑΜΟΙΡΑ΢Η 3-PARTITION problem 

πξφβιεκα ΢ΤΝΟΛΟΤ ΟΜΑΓΟΠΟΙΗ΢Η΢ SET PACKING problem 

πξφβιεκα ΣΑΙΡΙΑ΢ΜΑΣΟ΢ 3 ΓΙΑ΢ΣΑ΢ΔΩΝ 3D MATCHING problem 

πξφβιεκα Σνπνζέηεζεο Δμππεξεηεηψλ facility Location Problem 

ζπλάξηεζε ηζρχνο potential function 

ηίκεκα αλαξρίαο price of anarchy  

ηίκεκα ζηαζεξφηεηαο price of stability 

ηφξνη κε πεξηηηή δηάκεηξν tori with odd diameter 

ηφξνο torus 

ππεξθχβνο  d δηαζηάζεσλ d-dimensional hypercube 
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