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Πεξίιεςε 

 

Σηελ εξγαζία απηή κειεηήζεθε ε Ιζνξξνπία Nash ζε έλα παηρλίδη δξνκνιόγεζεο 

όπνπ έρνπκε ηξεηο παίθηεο θαη έλα απζαίξεην αξηζκό από ζπλδέζεηο. Οη παίθηεο 

επηιέγνπλ έλαλ αξηζκό από ζπλδέζεηο κε θάπνηα πηζαλόηεηα γηα ηελ θάζε ζύλδεζε. 

Τν Κνηλσληθό Κόζηνο κηαο Ιζνξξνπίαο Nash νξίδεηαη σο ε αλακελόκελε κέγηζηε 

θαζπζηέξεζε. Σ’ απηή ηελ εξγαζία κειεηνύκε ηελ ρείξηζηε πεξίπησζε Ιζνξξνπίαο 

Nash όπνπ ε ηηκή ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο κεγηζηνπνηείηαη. Σπγθεθξηκέλα, 

κειεηνύκε ηελ Δηθαζία ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash ε νπνία δειώλεη όηη ε 

Φείξηζηε Πεξίπησζε Ιζνξξνπίαο Nash είλαη ε Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash, ζηελ 

νπνία θάζε παίθηεο επηιέγεη θάζε ζύλδεζε κε απζηεξά ζεηηθή πηζαλόηεηα. 
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Κεθάιαην 1 

 

Δηζαγσγή 

 

 

1.1 Γεληθά           1 

1.2 Η εηθαζία ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash      2 

 

 

1.1 Γεληθά 

 

Η εξγαζία απηή ζηεξίδεηαη ζηελ δεκνζίεπζε [1] όπνπ απνδείθηεθε ε νξζόηεηα ηεο 

εηθαζίαο ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash ζηελ πεξίπησζε ησλ δπν ηαπηόζεκσλ 

παηθηώλ θαη απζαίξεην αξηζκό ζπζρεηηδόκελσλ ζπλδέζεσλ ζην παηρλίδη 

δξνκνιόγεζεο. Απηή ε εξγαζία απνηειεί επέθηαζε ηεο [1], όπνπ ζα κειεηήζνπκε ηελ 

πεξίπησζε κε ηξείο ηαπηόζεκνπο παίθηεο θαη απζαίξεην αξηζκό ζπζρεηηδόκελσλ 

ζπλδέζεσλ ζην ελ ιόγσ παηρλίδη δξνκνιόγεζεο θαη ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

απνδείμνπκε ηελ ηζρύ ηνπ ζεσξήκαηνο. Πην θάησ ζα δνύκε ηνπο όξνπο θαη ηηο 

δηάθνξεο έλλνηεο πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί ζ’ απηή ηελ κειέηε. 

Αξρίδνπκε κε ηνλ νξηζκό ηεο Ιζνξξνπίαο Nash ε νπνία απνηειεί θαη ην θύξην ζεκείν 

ηεο εξγαζίαο απηήο, ελώ παξάιιεια είλαη θαη κηα από ηηο θεληξηθέο έλλνηεο ηεο 

Θεσξίαο Παηγλίσλ. Η Ιζνξξνπία Nash είλαη κηα ζηαζεξή θαηάζηαζε θαηά ηελ 

δηαηθπεξαίσζε ελόο ζηξαηεγηθνύ παηρληδηνύ, ζηελ νπνία νπνηνζδήπνηε παίθηεο 

πξνζπαζήζεη λα αιιάμεη ζηξαηεγηθή, απηή ε αιιαγή ζα ηνπ επηθέξεη θέξδνο 

κηθξόηεξν ή ίζν από απηό πνπ ήδε έρεη.  

Σπλερίδνπκε κε ηνλ νξηζκό ηνπ παηρληδηνύ δξνκνιόγεζεο ζην νπνίν κνληεινπνηείηαη 

ε «εγσηζηηθή» δξνκνιόγεζε. Ο επηζεηηθόο απηόο πξνζδηνξηζκόο νθείιεηαη ζηελ 

εγσηζηηθή ζπκπεξηθνξά πνπ παξνπζηάδνπλ νη παίθηεο ζε έλα κε ζπλεξγάζηκν 
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παηρλίδη όπσο ην Γηαδίθηπν, ζηελ πξνζπάζεηα ηνπο  λα κεηώζνπλ ην αλακελόκελν 

ηνπο θόζηνο. Σπγθεθξηκέλα, ν θάζε έλαο από ηνπο   παίθηεο εθαξκόδεη κηα κηθηή 

ζηραηεγηθή, ε νπνία είλαη κηα θαηαλνκή πηζαλνηήησλ ζε    ζπλδέζεηο. Γηα θάζε 

ζύλδεζε, ε τωρεηηθόηεηα  πξνζδηνξίδεη ην ξπζκό ζηνλ νπνίν ε ζύλδεζε 

επεμεξγάδεηαη ηελ ζπκθόξεζε. 

Τν Κνηλσληθό Κόζηνο κηαο Ιζνξξνπίαο Nash είλαη ε αλακελόκελε ηηκή από όιεο ηηο 

ηπραίεο επηινγέο ησλ ρξεζηώλ ηεο κέγηζηεο θαζπζηέξεζεο γηα όιεο ηηο ζπλδέζεηο. Η 

Χείρηζηε Περίπηωζε Ιζορροπίας Nash είλαη απηή πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ ηηκή ηνπ 

Κνηλσληθνύ Κόζηνπο. Σηελ Πιήρως Μηθηή Ιζορροπία Nash θάζε παίθηεο επηιέγεη 

θάζε ζύλδεζε κε ζεηηθή πηζαλόηεηα[2]. Θα δειώζνπκε κε F ηελ Πιήρως Μηθηή 

Ιζορροπία Nash θαη ζα αλαθεξόκαζηε ζ’ απηήλ σο ΠΜΙΝ. 

 

1.2  Η εηθαζία ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash 

Θεσξνύκε ην κνληέιν ησλ απζέξεησλ ζπκθνξίζεσλ θαη ζπλδέζεσλ. Τόηε, γηα θάζε 

δηάλπζκα ζπκθόξεζεο w ηέηνην ώζηε ε Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash F ππάξρεη, 

ηόηε γηα θάζε Ιζνξξνπία Nash P ζα έρνπκε   (   )    (   )[1]. 

Η δηαηζζεηηθόηεηα θαη ε θπζηθόηεηα ηεο εηθαζίαο είλαη πξνθαλήο. Γηα λα 

ππνζηεξίμνπκε ηελ δηαίζζεζε, παξαηεξνύκε όηη ε Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash 

επλνεί ηηο ζπγθξνύζεηο κεηαμύ δηαθνξεηηθώλ παηθηώλ(αθνύ θάζε παίθηεο πξνζζέηεη 

ζπκθόξεζε ζηελ ηξέρσλ θπθινθνξία αθνύ επηιέγεη κε ζεηηθή πηζαλόηεηα θάζε 

ζύλδεζε). Καηά ζπλέπεηα, απηή ε εληζρπκέλε πηζαλόηεηα ζπγθξνύζεσλ επλνεί ηελ 

αληίζηνηρε αύμεζε ζηελ αλακελόκελε κέγηζηε ηηκή θαζπζηέξεζεο από όιεο ηηο 

ζπλδέζεηο πνπ είλαη θαη ν νξηζκόο ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο. 
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Κεθάιαην 2 

 

Πιαίζην Δξγαζίαο 

 

2.1 Οξηζκνί θαη Έλλνηεο        3 

2.2 Αλαζέζεηο θαη ζηξαηεγηθέο       4 

2.3 Κόζηε          4 

2.4 Ιζνξξνπία Nash         4 

 

2.1 Οξηζκνί θαη Έλλνηεο  

 

Οη νξηζκνί θαη ππνζέζεηο πνπ αθνινπζνύλ είλαη βαζηζκέλνη ζηελ εξγαζία [1].  

Θα νξίζνπκε γηα θάζε αθέξαην    , , -  *     +. Θεσξνύκε έλα απιό δίθησο 

απνηεινύκελν από έλα ζύλνιν από   παξάιιειεο ζπλδέζεηο         από έλα 

πεγαίν θόκβν ζε έλα θόκβν πξννξηζκνύ. Κάζε έλαο από ηνπο   ρξήζηεο        

επηζπκεί λα δξνκνινγήζεη έλα ζπγθεθξηκέλν πνζό ζπκθόξεζεο ζε κηα ζύλδεζε από 

ηελ πεγή ζηνλ πξννξηζκό. Υπνζέηνπκε πσο     θαη    . 

Γειώλνπκε σο    ηελ ζπκθόξεζε ηνπ ρξήζηε   , -  Σηελ πεξίπησζε καο 

ζεκεηώλνπκε πσο όιεο νη ζπκθνξήζεηο ηζνύληαη κε 1. Θα δειώζνπκε κε    ηελ 

ρσξεηηθόηεηα ηεο ζύλδεζεο   , -, ε νπνία αλαπαξηζηά ην ξπζκό κε ηνλ νπνίν ε 

ζύλδεζε επεμεξγάδεηαη ηελ ζπκθόξεζε. Υπνζέηνπκε ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο 

όηη           . Δπίζεο δειώλνπκε ηελ οιηθή τωρεηηθόηεηα κε   

∑   
  , - . 
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2.2 Αλαζέζεηο θαη ζηξαηεγηθέο 

Μηα κηθηή ζηξαηεγηθή γηα ηνλ ρξήζηε   , - είλαη κηα θαηαλνκή πηζαλνηήησλ ζηηο 

ζπλδέζεηο. Μηα κηθηή αλάζεζε είλαη έλαο πηζαλνηηθόο πίλαθαο     P από    

πηζαλόηεηεο   
 
,   , -   , -, όπνπ   

 
 είλαη ε πηζαλόηεηα ν ρξήζηεο   λα επηιέμεη 

ηε ζύλδεζε  . Απηή ε κηθηή αλάζεζε P είλαη πιήξσο κηθηή αλ γηα όινπο ηνπο ρξήζηεο 

  , - θαη ζπλδέζεηο   , -,   
 
  . 

Η ππνζηήξημε ηνπ ρξήζηε   , - ζηελ κηθηή αλάζεζε P, δεισκέλε σο         ( ), 

είλαη ην ζύλνιν ησλ ζπλδέζεσλ   , -, γηα ην νπνίν ηζρύεη όηη    
 
  . 

 

2.3 Κόζηε 

Οξίδνπκε ην Αλακελόκελο Αηοκηθό Κόζηος γηα ην ρξήζηε   , -, σο  

   ( )  ∑   
 
   

 
( )

  , -
 

όπνπ    
 
( ) ε αλακελόκελε ππό όξνπο ηηκή ηνπ αηνκηθνύ θόζηνπο ηνπ ρξήζηε 

  , - ζηελ κηθηή αλάζεζε P όπνπ αλαηίζεηαη ζηελ ζύλδεζε   θαη νξίδεηαη σο  

   
 ( )   

  ∑   
 

  , -    

  
 

 

2.4  Ιζνξξνπία Nash  

 

Σ’ απηό ην ζεκείν δίλνπκε έλα πην αθξηβή νξηζκό ηεο Ιζνξξνπίαο Nash. Η κηθηή 

αλάζεζε P είλαη κηα Ιζορροπία Nash, αλ γηα θάζε ρξήζηε   , -, ειαρηζηνπνηεί ην 

Αλακελόκελο Αηοκηθό Κόζηος    ( ), από όιεο ηηο κηθηέο αλαζέζεηο Q πνπ δηαθέξνπλ 

από ηελ P, αληίζηνηρα κε ηε κηθηή ζηξαηεγηθή ηνπ ρξήζηε  , δειαδή γηα όιεο απηέο 

ηηο κηθηέο αλαζέζεηο έρνπκε    ( )     ( ). Δπνκέλσο, ζε κηα Ιζνξξνπία Nash, δελ 

ππάξρεη θίλεηξν γηα νπνηνδήπνηε παίθηε λα απνθιείλεη από ηελ κηθηή ζηξαηεγηθή 

ηνπ[1]. 
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Δθόζνλ    ( )  ∑   
 
   

 
( )  , - , o πην πάλσ νξηζκόο ηεο Ιζνξξνπίαο Nash καο 

δειώλεη όηη γηα θάζε ζύλδεζε   , - ηέηνηα ώζηε   
 
   θαη γηα θάζε ζύλδεζε 

   , -, ηόηε είηε ζα ηζρύεη    
 
=   

  
αλ   

  
   ή    

 
    

  
 αλ   

  
  [1]. 

Η Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash όπνηε ππάξρεη είλαη κνλαδηθή αιιά νη ζπλδέζεηο 

δελ είλαη ηζνπίζαλεο. Γηα θάζε ρξήζηε   , -, θάζε ζύλδεζε   , - επηιέγεηαη κε 

πηζαλόηεηα   
  

     

(   ) 
   

 

   
 αλεμάξηεηα ηνπ  . Άξα, δειώλνπκε απηή ηελ θνηλή 

πηζαλόηεηα   
  σο   , όπνπ   , -. 
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Κεθάιαην 3 

 

Σξεηο Σαπηόζεκνη Παίθηεο θαη ΢πζρεηηδόκελεο ΢πλδέζεηο 

 

 

3.1 Παξνπζίαζε Θεσξήκαηνο         6 

3.2 Η απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash θαη ε Γνκή              6 

3.3 Αληζόηεηεο ζηελ Ιζνξξνπία Nash        15 

 

3.1 Παξνπζίαζε Θεσξήκαηνο 

 

Θεώξεκα 3.1 Θεωρούκε ηελ περίπηωζε ηωλ ηασηόζεκωλ τρεζηώλ θαη ηωλ 

ζσζτεηηδόκελωλ ζσλδέζεωλ, κε      Τόηε ε εηθαζία ΠΜΙΝ ηζτύεη. 

Υπνζέηνπκε όηη ε Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash ππάξρεη θαη ζέηνπκε κε     

ζηελ έθθξαζε γηα ηελ   , όπνπ   , - θαη έρνπκε  

   
   

  
   

 

 
 

(   )    

  
  

Δθόζνλ      ηζρύεη όηη   (   )  . Θεσξνύκε επίζεο νπνηαδήπνηε απζαίξεηε 

Ιζνξξνπία Nash P = (  
 )

  , -   , -
  Γειώλνπκε     ( )    ( ). Θα 

πξνζπαζήζνπκε λα απνδείμνπκε όηη       

 

3.2 Η απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash θαη ε Γνκή 

 

Πξόηαζε 3.2 (Γνκή απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash): Γηα ηελ πεξίπησζε ησλ 

ηαπηόζεκσλ ρξεζηώλ θαη ζπζρεηηδόκελσλ ζπλδέζεσλ ζεσξνύκε νπνηαδήπνηε 

απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash    . Τόηε 
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1. Τα supports ησλ ρξεζηώλ είλαη        ( )  , -            , 

       ( )  , -             θαη        ( )  , -            , όπνπ ηα   

  ,   ,    ,    ,     θαη     είλαη μέλα κεηαμύ ηνπο έηζη ώζηε λα ηζρύεη , -          

             ,  |   |  |   |  |   |  |  |  |  |  |  |- 

 

2. Όιεο νη ζπλδέζεηο ζην   (αληίζηνηρα ζηα    θαη   ) έρνπλ ηελ ίδηα 

ρσξεηηθόηεηα. 

 

3. Όιεο νη ζπλδέζεηο ζηα    (αληίζηνηρα ζηα      θαη    ) έρνπλ δηαθνξεηηθή 

ρσξεηηθόηεηα θαη κεγαιύηεξε από απηέο ζηα   ,    θαη    

 

4. Όιεο νη ζπλδέζεηο ζην , - έρνπλ δηαθνξεηηθή ρσξεηηθόηεηα θαη κεγαιύηεξε 

από απηέο ζηα    ,     θαη    . 

 

Απόδεημε: Απνθιείνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο : 

1.        ( )         ( )         ( )  , - 

Δθόζνλ     απηή ε πεξίπησζε εμαηξείηαη. 

 

2.        ( )         ( )         ( )  , - 

 

Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη    , - 

       ( ). Από ηνλ νξηζκό ηνπ Αλακελόκελνπ Αηνκηθνύ Κόζηνπο, ηζρύεη όηη 

   
  

 

   θαη    
   

 

   . Αθνύ P είλαη Ιζνξξνπία Nash έρνπκε όηη    
     

  . 

Δπνκέλσο         . Άξα έρνπκε        ( )         ( )         ( )  

,   - όπνπ    . 

Ιζρύεη  

              ( ) 

          
  ( ) (εθόζνλ P είλαη Ιζνξξνπία Nash) 

                                               
 

   
 

                                             
     

 

  
  (            ) 

                                                
  ( ) 

                                           ( )(εθόζνλ F είλαη πιήξσο κηθηή Ιζνξξνπία Nash) 
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Δπίζεο, P είλαη κηα πιήξσο κηθηή Ιζνξξνπία Nash ζην ,   -, έηζη ώζηε γηα θάζε 

ρξήζηε   , - θαη ζύλδεζε   ,   -, ηζρύεη όηη    
  

     

 ∑   
  ,   -

   
 

 
 . Αθόκα 

έρνπκε όηη    
   

  
   

 

 
   Έηζη 

  

     
     

 

              
     

 ∑   
  ,   -

       
 

 
     

   

  
       

 

 
 

 

               ( 
     

 ∑   
  ,   -

     
   

  
)  

 

               ( 
   

 ∑   
  ,   -

   
 

 ∑   
  ,   -

    
   

  
)  

 

          
  

  ∑      ,   -
 ( (   )      (   )∑   

  ,   -
) 

  

          
  

  ∑      ,   -
 ( (   )(  ∑   ) 

  ,   -
    ) 

 

          
  

  ∑      ,   -
 ( ∑ (   )   

  , - ,   -
    ) 

 

          
  

  ∑      ,   -
(     )     (          (   )  ) 

 

  . 

Άξα      
    . 
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Δπνκέλσο, 

                                        ( ) 

                                     
 ( ) (εθόζνλ          ( ) θαη P είλαη Ιζνξξνπία Nash) 

                                          
    

    
 

  
 

                                         
     

  
 (         

    ) 

                                            
 ( ) 

                                       ( )(εθόζνλ F είλαη πιήξσο κηθηή Ιζνξξνπία Nash) 

ην νπνίν είλαη αληίθαζε. Δπνκέλσο, απηή ε πεξίπησζε εμαηξείηαη. 

 

3.        ( )         ( ) θαη        ( )         ( )    

Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη   , -        ( ) 

       ( )        ( ). Δθόζνλ P θαη F είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )  

   
 ( )     

 ( ) θαη    ( )     
 ( )     

 ( ). Δπίζεο ηζρύεη    
 ( )  

    
 
   

 

  
 , 

   
 ( )  

 

  
 θαη    

 ( )  
     

  
,    

 ( )  
     

  
. Άξα 

    
 
   

 

  
 

 

  
 θαη 

     

  
 

     

  
. 

Δπνκέλσο 
    

 
   

 

  
 

     

  
    

 
   

 
      Αληίθαζε. 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ        ( )         ( ) θαη        ( )  

       ( )    θαη,        ( )         ( ) θαη        ( )         ( )    

εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

4.        ( )         ( )         ( ) 

Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη          ( ) 

       ( ). Δθόζνλ P θαη F είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( ) 

θαη    ( )     
 ( )     

 ( ). Δπίζεο ηζρύεη    
 ( )  

    
 
   

 

  
 ,    

 ( )  
 

  
 θαη 

   
 ( )  

     

  
,    

 ( )  
     

  
. Άξα 

    
 
   

 

  
 

 

  
 θαη 

     

  
 

     

  
. Δπνκέλσο 

    
 
   

 

  
 

     

  
    

 
   

 
      Αληίθαζε. 
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Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ        ( )         ( )         ( ), 

       ( )         ( )         ( ),        ( )         ( )  

       ( ),        ( )         ( )         ( ) θαη        ( )  

       ( )         ( )  εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

5.        ( )         ( )         ( ) 

 

Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη          ( ) 

       ( ). Δθόζνλ P θαη F είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( ) 

θαη    ( )     
 ( )     

 ( ). Δπίζεο ηζρύεη    
 ( )  

    
 
   

 

  
 ,    

 ( )  
 

  
 θαη 

   
 ( )  

     

  
,    

 ( )  
     

  
. Άξα 

    
 
   

 

  
 

 

  
 θαη 

     

  
 

     

  
. Δπνκέλσο 

    
 
   

 

  
 

     

  
    

 
   

 
      Αληίθαζε. 

 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ        ( )         ( )         ( ) θαη 

       ( )         ( )         ( ) εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

 

6.        ( )         ( ) θαη        ( )          ( )     

 

Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη          ( ) 

       ( ). Δθόζνλ P θαη F είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( ) 

θαη    ( )     
 ( )     

 ( ). Δπίζεο ηζρύεη    
 ( )  

    
 
   

 

  
 ,    

 ( )  
 

  
 θαη 

   
 ( )  

     

  
,    

 ( )  
     

  
. Άξα 

    
 
   

 

  
 

 

  
 θαη 

     

  
 

     

  
. Δπνκέλσο 

    
 
   

 

  
 

     

  
    

 
   

 
      Αληίθαζε. 

 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ        ( )         ( ) θαη        ( )  

        ( )    ,        ( )         ( ) θαη        ( )          ( )    ,  

       ( )         ( ) θαη        ( )          ( )    ,         ( )  

       ( ) θαη        ( )          ( )     θαη        ( )         ( ) θαη 

       ( )          ( )    ,  εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

7.        ( )         ( )     θαη        ( )          ( )     θαη 

       ( )          ( )     
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Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη          ( ) 

       ( ). Δθόζνλ P θαη F είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( ) 

θαη    ( )     
 ( )     

 ( ). Δπίζεο ηζρύεη    
 ( )  

    
 
   

 

  
 ,    

 ( )  
 

  
 θαη 

   
 ( )  

     

  
,    

 ( )  
     

  
. Άξα 

    
 
   

 

  
 

 

  
 θαη 

     

  
 

     

  
. Δπνκέλσο 

    
 
   

 

  
 

     

  
    

 
   

 
      Αληίθαζε. 

 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ        ( )         ( )     θαη        ( )  

        ( )     θαη        ( )          ( )    , θαη        ( )  

       ( )     θαη        ( )          ( )     θαη        ( )  

        ( )    , εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

 

8.        ( )         ( )     θαη        ( )          ( )     θαη 

       ( )           ( )     

 

Παίξλνπκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη ζπλδέζεηο          ( ) θαη          ( ) 

       ( ). Δθόζνλ P θαη F είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( ) 

θαη    ( )     
 ( )     

 ( ). Δπίζεο ηζρύεη    
 ( )  

    
 
   

 

  
 ,    

 ( )  
 

  
 θαη 

   
 ( )  

     

  
,    

 ( )  
     

  
. Άξα 

    
 
   

 

  
 

 

  
 θαη 

     

  
 

     

  
. Δπνκέλσο 

    
 
   

 

  
 

     

  
    

 
   

 
      Αληίθαζε. 

 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ        ( )         ( )     θαη        ( )  

        ( )     θαη        ( )          ( )    , θαη        ( )  

       ( )     θαη        ( )          ( )     θαη        ( )  

        ( )    , εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

 

9. Υπάξρνπλ ζπλδέζεηο             ( )        ( )        ( ) έηζη ώζηε 

      

Δθόζνλ P είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( )  Δπνκέλσο 
 

   
 

  . 

Δπνκέλσο      , αληίθαζε. Δπνκέλσο απηή ε πεξίπησζε εμαηξείηαη. 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ ππάξρνπλ ζπλδέζεηο              ( ) 

       ( )        ( ) έηζη ώζηε       θαη             ( )        ( ) 

       ( ) έηζη ώζηε       εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 
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10. α) Υπάξρνπλ ζπλδέζεηο          ( )        ( )        ( ) θαη 

         ( )         ( )         ( ) έηζη ώζηε       

 

Δθόζνλ P είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( )  Δπνκέλσο 

 

   
    

    
 

  . Αθνύ   
    

    ηζρύεη όηη 
 

   
 

   άξα      , αληίθαζε. 

Δπνκέλσο απηή ε πεξίπησζε εμαηξείηαη. 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ ππάξρνπλ ζπλδέζεηο           ( )        ( ) 

       ( ) θαη          ( )         ( )         ( ) έηζη ώζηε       θαη 

         ( )        ( )        ( ) θαη          ( )         ( )  

       ( ) έηζη ώζηε      εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

β) Υπάξρνπλ ζπλδέζεηο          ( )        ( )        ( ) θαη   

       ( )         ( )        ( ) έηζη ώζηε       

Δθόζνλ P είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( )     

 ( )  Δπνκέλσο 

 

   
    

 

  . Αθνύ   
    ηζρύεη όηη 

 

   
 

   άξα      , αληίθαζε. Δπνκέλσο απηή ε 

πεξίπησζε εμαηξείηαη. 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ ππάξρνπλ ζπλδέζεηο           ( )        ( ) 

       ( ) θαη          ( )         ( )        ( ) έηζη ώζηε      , 

         ( )        ( )        ( ) θαη          ( )         ( ) 

       ( ) έηζη ώζηε       θαη νη ππόινηπεο ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο έηζη ώζηε 

     , εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

11. Υπάξρνπλ ζπλδέζεηο          ( )        ( )        ( ) θαη   

, -        ( )         ( )         ( )        ( )         ( ) 

       ( )         ( )        ( )         ( ) έηζη ώζηε       

Δθόζνλ P είλαη Ιζνξξνπία Nash, ηόηε    ( )     
 ( ) θαη    ( )     

 ( ). 

Δπνκέλσο 
 

  
 

 

  
 ή      , αληίθαζε. Δπνκέλσο απηή ε πεξίπησζε εμαηξείηαη. 

Οη ζπκκεηξηθέο πεξηπηώζεηο όπνπ          ( )        ( )        ( ) θαη 

  , -        ( )         ( )         ( )        ( )         ( ) 

       ( )         ( )        ( )         ( ) έηζη ώζηε       θαη   

       ( )        ( )        ( ) θαη   , -        ( )         ( )  
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       ( )        ( )         ( )        ( )         ( )        ( )  

       ( ) έηζη ώζηε      , εμαηξνύληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. 

 

 

Οη πην πάλσ εμεξνκέλεο πεξηπηώζεηο καο δίλνπλ ηε δνκή ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο 

Nash πνπ θαίλεηαη ζηελ Πξόηαζε 3.2. Πην θάησ βιέπνπκε πσο αλαπαξηζηάηαη 

ζρεκαηηθά απηή ε δνκή, όπνπ ην ζύλνιν ησλ ζπλδέζεσλ ρσξίδεηαη ζε ηξηα ζύλνια, 

ην support ηνπ ρξήζηε 1, ην support ηνπ ρξήζηε 2 θαη ην support ηνπ ρξήζηε 3 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έζησ   ,   ,   ,    ,    ,     ηα κεγέζε ησλ   ,   ,   ,    ,    ,     αληίζηνηρα. Σύκθσλα 

κε ηελ Πξόηαζε 3.2 πξνθύπηνπλ ηα αθόινπζα: 

   

{
 
 
 

 
 
 

        , -

            ,              - ,          -

            ,                  - ,              -

            ,                      - ,                  -

          ,    - , -

          ,       - ,    -

          ,          - ,       -

 

 

Φσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, ππνζέηνπκε όηη 

                                                               

                                                                 .  

Πξόηαζε 3.3:  Άξα ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 3.2 έρνπκε 

                                                             

                                                                    

    

      

   

    

        

  

Σχήμα 3.1 : Δομή Αυθαίρετησ Ιςορροπίασ Nash 
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Γειώλνπκε ηηο αθόινπζεο ζρέζεηο : 

  
 (   )   

  
 

  
 (   )   

  
 

  
 (   )   

  
 

Αθνύ  (   )   ,  (   )    θαη  (   )    αθνινπζεί όηη         θαη 

    θαη αθνύ       ηζρύεη όηη      . Δπίζεο δειώλνπκε ηα αθόινπζα : 

  ∑   

  , -
 

  ∑   

  ,              - ,          -
 

  ∑   

  ,                  - ,              -
 

  ∑   

  ,                      - ,                  -
 

 

 

3.3 Αληζόηεηεο ζηελ Ιζνξξνπία Nash 

 

Δθκεηαιιεπόκαζηε ην γεγνλόο ηεο Ιζορροπίας Nash ζηε κηθηή αλάζεζε Ρ θαη έρνπκε 

ηηο πην θάησ ηζόηεηεο θαη αληζόηεηεο γηα ζπλδέζεηο   ,              - 
,          -,   ,                  - ,        
      -,   ,                      - ,           
       -,   , -,   ,    - , -,  ,       - ,    - θαη   
,          - ,       -, όπσο απηέο θαίλνληαη θαη ζην ζρήκα: 

 

 

 

 

 

 

 

    

  

 

  

    

  

Σχήμα A-1.1 : Δομή Αυθαίρετησ Ιςορροπίασ Nash και οι ςυνδζςεισ a,b,c,i,k,t,r ς’αυτήν. 
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a) Γηα ην ρξήζηε 1 ηζρύεη: 

   ( )   

   
 ( )     

 ( )     
 ( )     

 ( )     
 ( ) 

όπνπ 

    
 ( )  

    
 

  ,    
 ( )  

    
 

  
,    

 ( )  
    

 
   

 

  ,    
 ( )  

 

 
,   

 ( )  
    

    
 

   

Άξα, 

    
 

  
 

    
 

  
 

    
 
   

 

  
 

 

 
 

    
    

 

  
 

b) Γηα ην ρξήζηε 2 ηζρύεη: 

   ( )   

   
 ( )     

 ( )     
 ( )     

 ( )     
 ( ) 

όπνπ 

   
 ( )  

    
 

  ,    
 ( )  

    
 

  ,   
 ( )  

    
 
   

 

  ,    
 ( )  

 

 
,    

 ( )  
    

    
 

  
 

 

Άξα, 

    
 

  
 

    
 

  
 

    
 
   

 

  
 

 

 
 

    
    

 

  
 

 

c) Γηα ην ρξήζηε 3 ηζρύεη: 

   ( )   

   
 ( )     

 ( )     
 ( )     

 ( )     
 ( ) 

όπνπ 

   
 ( )  

    
 

  
,    

 ( )  
    

 

  
,   

 ( )  
    

 
   

 

  
,    

 ( )  
 

 
,    

 ( )  
    

    
 

  
 

Άξα, 
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Πξόηαζε 3.4: Θα απνδείμνπκε όηη 

1) i)    {
 

   
 

  }  
 

  , όηαλ         

ii)   {
 

  
 
 

  
}  

 

  
, όηαλ         

2) i)    {
 

   
 

  }  
 

  , όηαλ         

ii)   {
 

   
 

  }  
 

  , όηαλ         

3) i)    {
 

   
 

  }  
 

  , όηαλ         

ii)   {
 

  
 
 

  
}  

 

  
, όηαλ         

 

Απόδεημε (1) 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ i) ζα ρξεηαζηεί λα απνδείμνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο 

 )
 

  
 

 

 
          )

 

  
 

 

  
           )

 

  
 

 

  
         )

 

  
 

 

 
         )

 

  
 

 

  
           )

 

  
 

 

  
 

αθνύ πξόθεηηαη γηα ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ νη ρξήζηεο 1 θαη 2 έρνπλ επηιέμεη ίδηα ζύλδεζε, 

κε ρσξεηηθόηεηα κεγαιύηεξε από απηήλ ηεο ζύλδεζεο πνπ επέιεμε ν ρξήζηεο 3. 

1) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε  
 

 
 

    
    

 

  
 Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

 
, 

εθόζνλ       
    

   . 

2) Απόδεημε: Από ην a) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 

  
 από ηελ νπνία πξνθύπηεη 

 

  
 

 

  
, 

3) Απόδεημε: Από ην b) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 

  
 από ηελ νπνία πξνθύπηεη 

 

  
 

 

  
, 

4) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 
   

 

  
 

 

 
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

 
, 

εθόζνλ       
 
   

 
  . 

5) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 
   

 

  
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

  
, εθόζνλ       

 
   

 
  . 

6) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 
   

 

  
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

  
, εθόζνλ       

 
   

 
  . 
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Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ii) ζα ρξεηαζηεί λα απνδείμνπκε κόλν ηελ αθόινπζε πεξίπησζε 

1) 
 

  
 

 

  
 

αθνύ πξόθεηηαη γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ νη ρξήζηεο 1 θαη 2 έρνπλ επηιέμεη ίδηα 

ζύλδεζε, κε ρσξεηηθόηεηα κηθξόηεξε από απηήλ ηεο ζύλδεζεο πνπ επέιεμε ν 

ρξήζηεο 3. 

1) Απόδεημε: Από ην a) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 
   

 

  
 από ηελ νπνία πξνθύπηεη 

 

  
 

 

  
. 

 

Απόδεημε (2) 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ i) ζα ρξεηαζηεί λα απνδείμνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο 

 )
 

  
 

 

 
           )

 

  
 

 

  
             )

 

  
 

 

 
           )

 

  
 

 

  
            )

 

  
 

 

  
 

αθνύ πξόθεηηαη γηα ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ νη ρξήζηεο 1 θαη 3 έρνπλ επηιέμεη ίδηα ζύλδεζε, 

κε ρσξεηηθόηεηα κεγαιύηεξε από απηήλ ηεο ζύλδεζεο πνπ επέιεμε ν ρξήζηεο 2. 

1) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

 

 
 από ηελ νπνία πξνθύπηεη 

 

  
 

 

 
. Δπίζεο ηζρύεη όηη 

 

 
 

 

 
, άξα 

 

  
 

 

 
. 

2) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 

  
 από ηελ νπνία πξνθύπηεη 

 

  
 

 

  
. 

3) Απόδεημε: Από ην b) έρνπκε όηη 
    

 
   

 

  
 

 

 
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

 
, 

εθόζνλ       
 
   

 
  . 

4) Απόδεημε: Από ηελ απόδεημε 1-5 έρνπκε όηη ηζρύεη 
 

  
 

 

  
 ελώ ηζρύεη επίζεο  

 

  
 

 

  
, επνκέλσο πξνθύπηεη όηη 

 

  
 

 

  
. 

5) Απόδεημε: Από ην b) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

   
    

 
   

 

   από ηελ νπνία 

πξνθύπηεη 
 

  
 

 

  
. 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ii) ζα ρξεηαζηεί λα απνδείμνπκε κόλν ηελ αθόινπζε 

πεξίπησζε 

1) 
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αθνύ πξόθεηηαη γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ νη ρξήζηεο 1 θαη 3 έρνπλ επηιέμεη ίδηα 

ζύλδεζε, κε ρσξεηηθόηεηα κηθξόηεξε από απηήλ ηεο ζύλδεζεο πνπ επέιεμε ν 

ρξήζηεο 2. 

1) Απόδεημε: Από ην c) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 
   

 

  
 από ηελ νπνία 

πξνθύπηεη 
 

  
 

 

  
. 

 

Απόδεημε (3) 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ i) ζα ρξεηαζηεί λα απνδείμνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο 

 )
 

  
 

 

 
          )

 

  
 

 

 
         )

 

  
 

 

  
           )

 

  
 

 

  
 

αθνύ πξόθεηηαη γηα ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ νη ρξήζηεο 2 θαη 3 έρνπλ επηιέμεη ίδηα ζύλδεζε, 

κε ρσξεηηθόηεηα κεγαιύηεξε από απηήλ ηεο ζύλδεζεο πνπ επέιεμε ν ρξήζηεο 1. 

1) Από ην b) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

 

 
 ελώ ηζρύεη επίζεο  

 

 
 

 

 
 , επνκέλσο 

πξνθύπηεη όηη 
 

  
 

 

 
. 

2) Από ην a) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 
   

 

  
 

 

 
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

 
, εθόζνλ 

      
 
   

 
  . 

3) Από ην a) έρνπκε ηε ζρέζε 
    

 

  
 

    
 
   

 

  
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

  
, 

εθόζνλ       
 
   

 
  . 

4) Από ην b) έρνπκε ηε ζρέζε  
    

 

  
 

    
 
   

 

  
. Υπνζέηνπκε όηη 

 

  
 

 

  
, 

εθόζνλ       
 
   

 
  . 

 

Γηα ηελ απόδεημε ηνπ ii) ζα ρξεηαζηεί λα απνδείμνπκε ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο 

1) 
 

  
 

 

  
          )

 

  
 

 

  
         )

 

  
 

 

  
 

αθνύ πξόθεηηαη γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ νη ρξήζηεο 2 θαη 3 έρνπλ επηιέμεη ίδηα 

ζύλδεζε, κε ρσξεηηθόηεηα κηθξόηεξε από απηήλ ηεο ζύλδεζεο πνπ επέιεμε ν 

ρξήζηεο 1. 

1) Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 3.3 έρνπκε όηη 
 

  
 

 

  
 άξα πξνθύπηεη 
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2) Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 3.3 έρνπκε όηη 
 

  
 

 

  
 άξα πξνθύπηεη 

 

  
 

 

  
 

3) Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 3.3 έρνπκε όηη 
 

  
 

 

  
 άξα πξνθύπηεη 
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Κεθάιαην 4 

 

Σν Κνηλσληθό Κόζηνο κηαο Μηθηήο Αλάζεζεο 

 

 

4.1 Παξνπζίαζε Λήκκαηνο                20 

4.2 Απόδεημε                  21 

      

 

4.1 Παξνπζίαζε Λήκκαηνο 

 

Θα απνδείμνπκε ην παξαθάησ βνεζεηηθό αμίσκα : 

 

Λήκκα 4.1 Το θοηλωληθό θόζηος κηας ασζαίρεηες κηθηής αλάζεζες P ηθαλοποηεί  

 

  ( )     ( )

 ∑   
    

    
 

         

(
 

  
 

 

  
*  ∑   

    
    

 

         

(
 

  
 

 

  
*

 ∑   
    

    
 

         

(
 

  
 

 

  
*  ∑   

    
    

 

         

(
 

  
 

 

  
* 

 ∑   
    

    
 

       

(
 

  
 

 

  
*  ∑   

    
    

 

       

(
 

  
 

 

  
* 
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4.2 Απόδεημε  

Από ηνλ νξηζκό ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο, 

  ( )    ∑   
    

    
 
 

{
 
 
 
 

 
 
 
                 

 

   *        +
            

   {
 

  
 
 

  
}         

   {
 

  
 
 

  
}         

   {
 

  
 
 

  
}         

 

  
      

         

 

Τν νπνίν καο δίλεη ζύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 3.4: 

 ∑   
    

    
 
 

{
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 ∑
  
    

    
 

  
         

 ∑
  
    

    
 

  
         

 ∑
  
    

    
 

  
         

 ∑
  
    

    
 

  
         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
   

    
    

 

  
       

 ∑
   

    
    

 

  
       

 ∑
   

    
    

 

  
     

 

Mε ηνλ ίδην ηξόπν έρνπκε όηη ην Αλακελόκελν Αηνκηθό Κόζηνο γηα ην ρξήζηε 3, 

   ( )  ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
  
    

    
 

  

         

 ∑
   

    
    

 

  

       

 ∑
   

    
    

 

  

       

 ∑
   

    
    

 

  

     

 

Η αθαίξεζε καο δίλεη 

  ( )     ( )

 ∑   
    

    
 

         

(
 

  
 

 

  
*  ∑   

    
    

 

         

(
 

  
 

 

  
*

 ∑   
    

    
 

         

(
 

  
 

 

  
*  ∑   

    
    

 

         

(
 

  
 

 

  
*

 ∑   
    

    
 

       

(
 

  
 

 

  
*  ∑   

    
    

 

       

(
 

  
 

 

  
* 

όπσο ρξεηάδεηαη. 
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Κεθάιαην 5 

 

Σν Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash 

 

 

5.1 Δθαξκνγή Λήκκαηνο 4.1         23 

5.2 Αλάιπζε Όξσλ          23 

 

 

5.1 Δθαξκνγή Λήκκαηνο 4.1 

 

Δθαξκόδνπκε ην Λήκκα 4.1 κε F γηα P ην νπνίν καο δίλεη 

  ( )     
 ( )    ( )  

     

  
  

 ∑         

         

(
 

  
 

 

  
*  ∑         

         

(
 

  
 

 

  
*

 ∑         

         

(
 

  
 

 

  
*  ∑         

         

(
 

  
 

 

  
*

 ∑         

       

(
 

  
 

 

  
*  ∑         

       

(
 

  
 

 

  
*  

 

 

5.2 Αλάιπζε Όξσλ 

 

Σηε ζπλέρεηα ζα πξέπεη λα αλαιύζνπκε ηνλ θάζε όξν ηεο πην πάλσ δηαθνξάο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο βνεζεηηθνύο πίλαθεο ζην Παξάξηεκα A. Ο πξώηνο όξνο 

ζύκθσλα κε ηνλ αληίζηνηρν πίλαθα ζην Παξάξηεκα A-1 αλαιύεηαη σο εμήο : 

 



24 
 

∑         

         

(
 

  
 

 

  
*   

∑                      ∑        ∑     (
 

 
 

 

  
*

                   

 

 ∑                  ∑        ∑     (
 

 
 

 

  
*

                   

 

 ∑              ∑        ∑     (
 

 
 

 

  
*

                   

 

 ∑   ∑        ∑     (
 

 
 

 

  
*

                 

 

 ∑                      ∑        ∑                      (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑        ∑                      (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑              ∑        ∑                      (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑   ∑        ∑                      (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑                  ∑        ∑                  (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑              ∑        ∑                  (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑   ∑        ∑                  (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑              ∑        ∑              (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑   ∑        ∑              (
 

 
 

 

  
*
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Ο δεύηεξνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ βνεζεηηθό πίλαθα A-2 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο ηξίηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Α-3 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο ηέηαξηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Α-4 αλαιύεηαη σο εμήο : 

∑         

         

(
 

  
 

 

  
*   



38 
 

∑     ∑                      ∑        (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑     ∑                  ∑        (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑     ∑              ∑        (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑     ∑   ∑        (
 

 
 

 

 
*

                 

 

 ∑                      ∑                      ∑        (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑                  ∑        (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑              ∑        (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                     ∑   ∑        (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑                  ∑                  ∑        (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑              ∑        (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑   ∑        (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑              ∑        ∑              (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑              ∑   ∑        (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑   ∑   ∑        (
 

 
 

 

  
*

                

 

  



39 
 

 ∑              ∑              ∑              (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑              ∑   ∑              (
 

  
 

 

  
*

                   

 

 ∑   ∑   ∑              (
 

  
 

 

  
*

                 

 

 ∑                      ∑                      ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑                      ∑                  ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑                      ∑              ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑                      ∑   ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                   

 

 ∑                  ∑                  ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑                  ∑              ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑                  ∑   ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                   

 

 ∑              ∑              ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑              ∑   ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                   

 

 ∑   ∑   ∑                      (
 

  
 

 

  
*

                 

 

 ∑                  ∑                  ∑                  (
 

  
 

 

  
*

                     

 



40 
 

 ∑                  ∑              ∑                  (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑                  ∑   ∑                  (
 

  
 

 

  
*

                   

 

 ∑              ∑              ∑                  (
 

  
 

 

  
*

                     

 

 ∑              ∑   ∑                  (
 

  
 

 

  
*

                   

 

 ∑   ∑   ∑                  (
 

  
 

 

  
*

                 

 

 ∑        ∑     ∑           (
 

 
 

 

 
*

                  

 

 ∑        ∑                      ∑           (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑        ∑                  ∑           (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑        ∑              ∑           (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑        ∑   ∑           (
 

 
 

 

 
*

                 

 

 ∑     ∑                      ∑           (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑     ∑                  ∑           (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑     ∑              ∑           (
 

 
 

 

 
*

                   

 

 ∑     ∑   ∑           (
 

 
 

 

 
*

                 

 



41 
 

 ∑              ∑              ∑           (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑              ∑   ∑           (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑                  ∑                  ∑           (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑              ∑           (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑   ∑           (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑                      ∑                      ∑           (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑                  ∑           (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑              ∑           (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑   ∑           (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑   ∑   ∑           (
 

 
 

 

  
*

                

 

 ∑                      ∑                      ∑     (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑                  ∑     (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑              ∑     (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                      ∑   ∑     (
 

 
 

 

  
*

                  

 



42 
 

 ∑                  ∑                  ∑     (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑              ∑     (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑                  ∑   ∑     (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑              ∑              ∑     (
 

 
 

 

  
*

                    

 

 ∑              ∑   ∑     (
 

 
 

 

  
*

                  

 

 ∑   ∑   ∑     (
 

 
 

 

  
*

                

 

 ∑   ∑   ∑   (
 

  
 

 

  
*

               

 

 

 

Ο πέκπηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνn Πίλαθα Α-5 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο έθηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Α-6 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Τν άζξνηζκα ησλ 6 πην πάλσ όξσλ καο δίλεη ην Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο Πιήξσο 

Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash ζύκθσλα κε ην Λήκκα 4.1. 
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Κεθάιαην 6 

 

Σν Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash 

 

 

6.1 Δθαξκνγή Λήκκαηνο 4.1         47 

6.2 Αλάιπζε Όξσλ          47 

 

 

6.1 Δθαξκνγή Λήκκαηνο 4.1 

 

Δθαξκόδνπκε ην Λήκκα 4.1 νπνίν καο δίλεη 

  ( )     
 ( )    ( )  
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5.1 Αλάιπζε Όξσλ 

 

Σηε ζπλέρεηα ζα πξέπεη λα αλαιύζνπκε ηνλ θάζε όξν ηεο πην πάλσ δηαθνξάο 

ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο βνεζεηηθνύο πίλαθεο ζην Παξάξηεκα Β. Ο πξώηνο όξνο 

ζύκθσλα κε ηνλ αληίζηνηρν πίλαθα Β-1 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο δεύηεξνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Β-2 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο ηξίηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Β-3 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο ηέηαξηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Β-4 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο πέκπηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Β-5 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Ο έθηνο όξνο ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα Β-6 αλαιύεηαη σο εμήο : 
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Τν άζξνηζκα ησλ 6 πην πάλσ όξσλ καο δίλεη ην Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο Απζαίξεηεο 

Ιζνξξνπίαο Nash ζύκθσλα κε ην Λήκκα 4.1. 
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Κεθάιαην 7 

 

Τπνινγηζκόο Πηζαλνηήησλ ζηελ Απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash θαη 

ζηελ Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash 

 

 

7.1 Πηζαλόηεηεο ζηελ Απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash      53 

7.2 Πηζαλόηεηεο ζηελ Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash     61 

 

 

 

7.1 Πηζαλόηεηεο ζηελ Απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash 

Δθκεηαιιεπόκαζηε ην γεγνλόο ηεο Ιζνξξνπίαο Nash θαη ρξεζηκνπνηνύκε ηηο 

αληζόηεηεο γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο πηζαλόηεηεο ζηελ απζαίξεηε ηζνξξνπία Nash. 

Αξρίδνπκε κε ην ρξήζηε 1. 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε 

  ,              - ,          - θαη   ,     

  - ,    -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   

Δπνκέλσο 
    

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
    

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε 

  ,                  - ,              - θαη 

  ,          - ,       -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε 

ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 
    

 

  
 

 

 
, ή   

 
 

  

 
    

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε   , - 

θαη   ,    - , -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
 

  ( ) 
   Δπνκέλσο 

    
 
   

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
   

 
  . Οη επόκελεο δπν ζρέζεηο 

ζα καο βνεζήζνπλ λα εθθξάζνπκε ηελ   
 
: 
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 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο     

       ( ) κε   , - θαη   ,          - ,  

     -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
 

  ( ) 
   Δπνκέλσο 

    
 
   

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
   

 
  . 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο     

       ( ) κε   , - θαη   ,       - ,    -. Αθνύ 

  είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   

Δπνκέλσο 
    

 
   

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
   

 
  . 

 

Δπνκέλσο    
 
 

  

 
   

 
   κπνξεί λα εθθξαζηεί ώο αθνινύζσο : 

 

  

 
   

 
   

  

 
   

 
   

  

 
   

 
 

  

 
 

  

 
   

 
   

   
 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
   

  
 
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

 

 
 

 Δθόζνλ        ( )  ,    - , - θαη ζύκθσλα κε ηα πην πάλσ 

ζπλεπάγεηαη όηη  
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 Δπνκέλσο ζπλνιηθά νη πηζαλόηεηεο γηα ην ρξήζηε 1ζηελ P είλαη: 
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Σπλερίδνπκε κε ην ρξήζηε 2: 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε 

  ,                  - ,              - θαη 

  ,                      - ,               

   -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 

    
 

  
 

    
 

  , ή   
  

  

 
    

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε 

  ,              - ,          - θαη   ,    - , -. 

Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 

    
 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
    

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε   , - 

θαη   ,          - ,       -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash 

ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 
    

 
   

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
   

 
  . Οη 

επόκελεο δπν ζρέζεηο ζα καο βνεζήζνπλ λα εθθξάζνπκε ηελ   
 
: 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο     

       ( ) κε   , - θαη   ,    - , -. Αθνύ   είλαη 

ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 

    
 
   

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
   

 
  . 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο     

       ( ) κε   , - θαη   ,       - ,    -. Αθνύ 

  είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   

Δπνκέλσο 
    

 
   

 

   
 

 
, ή   

 
 

  

 
   

 
  . 

 

Δπνκέλσο   
 
 

  

 
   

 
   κπνξεί λα εθθξαζηεί ώο αθνινύζσο : 

 

  

 
   

 
   

  

 
   

 
   

  

 
 

  

 
   

 
     

  

 
   

 
   



57 
 

   
 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
   

  
 
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

 

 
 

 Δθόζνλ        ( )  ,       - ,    - θαη ζύκθσλα κε ηα πην 

πάλσ ζπλεπάγεηαη όηη  
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 Δπνκέλσο ζπλνιηθά νη πηζαλόηεηεο γηα ην ρξήζηε 2 ζηελ P είλαη: 
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Σπλερίδνπκε κε ην ρξήζηε 3: 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε 

  ,              - ,          - θαη   ,     

                 - ,                  -. Αθνύ   

είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 
    

 

   
    

 

  , ή 

  
  

  

 
    

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε 

  ,                  - ,              - θαη 

  ,    - , -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
 

  ( ) 
   Δπνκέλσο 
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 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο            ( ) κε   , - 

θαη   ,          - ,       -. Αθνύ   είλαη ηζνξξνπία Nash 

ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 

   Δπνκέλσο 
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  . Οη 

επόκελεο δπν ζρέζεηο ζα καο βνεζήζνπλ λα εθθξάζνπκε ηελ   
 
: 

 

 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο     

       ( ) κε   , - θαη   ,    - , -. Αθνύ   είλαη 

ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
 
   ( ) 
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 Θεσξνύκε νπνηνδήπνηε δεπγάξη από ζπλδέζεηο     

       ( ) κε   , - θαη   ,       - ,    -. Αθνύ 

  είλαη ηζνξξνπία Nash ηόηε ηζρύεη   ( ) 
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Δπνκέλσο 
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Δπνκέλσο   
 
 

  

 
   

 
   κπνξεί λα εθθξαζηεί ώο αθνινύζσο : 
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 Δθόζνλ        ( )  ,          - ,       - θαη ζύκθσλα 

κε ηα πην πάλσ ζπλεπάγεηαη όηη  
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 Δπνκέλσο ζπλνιηθά νη πηζαλόηεηεο γηα ην ρξήζηε 3 ζηελ P είλαη: 
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7.2 Πηζαλόηεηεο ζηελ Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash 

 

Πην θάησ ππνινγίδνπκε ηηο πηζαλόηεηεο ζηελ Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash νη 

νπνίεο ππνινγίδνληαη ζπλαξηήζε ησλ πηζαλνηήησλ ζηελ Απζαίξεηε Ιζνξξνπία Nash.  

Απαξαίηεηεο θαη επαξθείο ζπλζήθεο γηα ηελ ύπαξμε ηεο P είλαη πσο     
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Δπίζεο έρνπκε όηη 
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Κεθάιαην 8 

 

Η Γηαθνξά Γ ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash θαη ηεο 

Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash 

 

 

8.1 Η Γηαθνξά Γ          65 

8.2 Απινπνίεζε θαη θάησ όξηα        76 

8.3 Πξόζζεζε ησλ δηαθνξώλ         149 

 

 

 

8.1 Η Γηαθνξά Γ 

 

Σηα Κεθάιαηα 5 θαη 6 είδακε ηηο δπν εθθξάζεηο ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο όζνλ 

αθνξά ηελ πεξίπησζε ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash   ( ) θαη ηελ 

πεξίπησζε ηεο Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash   ( ). Θα πξνζπαζήζνπκε λα 

απνδείμνπκε ην ζεώξεκα 3.1 ην νπνίν ιέεη     ( )    ( )   . Μηα πνιύ 

ζεκαληηθή παξαηήξεζε, είλαη όηη νη πεξηπηώζεηο πνπ έρνπκε ζηελ πεξίπησζε ηεο 

Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash απνηεινύλ ππνζύλνιν ησλ πεξηπηώζεσλ ηεο Πιήξσο 

Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash. Με ηνπο πίλαθεο ζηα Παξαξηήκαηα Α θαη Β κπνξνύκε λα 

ζπλδπάζνπκε εύθνια ηηο πεξηπηώζεηο απηέο, παίξλνληαο ηηο πεξηπηώζεηο όπνπ νη 

δείθηεο (i, k θαη j) είλαη ίδηνη. Έηζη  δεκηνπξγνύληαη νη δηαθνξέο       ,    πνπ 

βιέπνπκε πην θάησ, ελώ νη                είλαη απηέο πνπ ππνιείπνληαη από ηελ 

Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash.  

Έηζη έρνπκε όηη    ( )    ( )              , όπνπ ζα ρξεηαζηεί λα 

απνδείμνπκε όηη                έηζη ώζηε    , γηα ηελ απόδεημε ηνπ 

ζεσξήκαηνο 3.1. Πην θάησ αθνινπζνύλ νη δηαθνξέο            , αθνύ νη ππόινηπεο 

ηεο ΠΜΙΝ παξακέλνπλ απηέο πνπ είδακε θαη πην πξηλ: 
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Οη ππόινηπεο 243 δηαθνξέο πνπ απνκέλνπλ από ηελ Πιήξσο Μηθηή Ιζνξξνπία Nash 

είλαη ζεηηθέο. Σύκθσλα κε ηελ Πξόηαζε 3.3 θαη ηελ Πξόηαζε 3.4 ζην Παξάξηεκα Α 

είλαη εύθνιν λα δνύκε όηη νη δηαθνξέο            είλαη ζεηηθέο. Απηό πνπ κέλεη 

λα θάλνπκε είλαη λα πξνζζέζνπκε ην άζξνηζκα απηώλ ησλ δηαθνξώλ κε ην άζξνηζκα  

         θαη λα δείμνπκε όηη ε πξόζζεζε απηή δίλεη ζεηηθό απνηέιεζκα. 

Σην επόκελν ππνθεθάιαην ζα δνύκε κηα κεξηθή απινπνίεζε κεξηθώλ από απηέο ηηο 

δηαθνξέο έηζη ώζηε λα εθηειέζνπκε ηελ πξόζζεζε κεηαμύ ηνπο. 
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8.2 Απινπνίεζε θαη θάησ όξηα 

 

Θα απινπνηήζνπκε μερσξηζηά θαη ζα δώζνπκε θάησ όξηα ζηηο δηαθνξέο 
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Αθνινύζσο παίξλνπκε κεξηθέο από ηηο ππόινηπεο δηαθνξέο  θαη ηηο ζπλδπάδνπκε 

αλάινγα βιέπνληαο ηνπο πίλαθεο (Παξάξηεκα Α,Β) θαη παίξλνληαο ηηο πεξηπηώζεηο 
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πνπ έρνπκε ίδηνπο δείθηεο (    θαη  ). Οη πην θάησ απινπνηήζεηο ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

έηζη ώζηε λα ηηο πξνζζέζνπκε ζε κεξηθέο απν ηηο πην πάλσ δηαθνξέο όπσο ζα δνύκε 

ζηε ζπλέρεηα : 
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8.3 Πξόζζεζε ησλ δηαθνξώλ 

 

Σπλερίδνπκε κε ηνλ ίδην ηξόπν όπσο πξηλ, παίξλνληαο δηαθνξέο από ηηο            θαη ηηο 

απινπνηνύκε έηζη ώζηε ζηελ ζπλέρεηα λα ηηο πξνζζέζνπκε κε κεξηθέο από ηηο δηαθνξέο 

            πνπ δείμακε πην πάλσ. Έηζη ν ζπλδπαζκόο θαη ε πξόζζεζε ηνπο καο δίλνπλ ηα 

αθόινπζα : 
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Σεκεηώλνπκε όηη νη 25 πην πάλσ όξνη απνηεινύλ απινπνίεζε θαη πξόζζεζε κεξηθώλ 

κόλν δηαθνξώλ από ην άζξνηζκα               . Παξαηεξνύκε όηη γηα ηελ 

απόδεημε όηη απηά είλαη ζεηηθά αξθεί λα απνδείμνπκε όηη 

 

                          

 
       

              

 
    

ή, 
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Γηα ηα πην πάλσ γλσξίδνπκε ηα αθόινπζα : 

 Έρνπκε όηη            .  

 

 Δπίζεο έρνπκε όηη    
(   )    

  
, όπνπ         Δπνκέλσο   

(   )    

 
    Δπίζεο ηζρύεη   

 (   )  

  
 άξα    

 (   )  

 
, άξα      

   Με ηνλ ίδην γηα ηα ππόινηπα έρνπκε όηη             , αθνύ β  

 (   )  

 
        

 (   )  

 
. 

 

Σπγθεθξηκέλα, έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη 50 κόλν όξνπο από ηνπο ππνινηπόκελνπο 243 

όξνπο πνπ είρακε έηζη καο απνκέλνπλ αθόκα 193 ζεηηθνί όξνη γηα λα ηνπο 

πξνζζέζνπκε ζηνπο 60 όξνπο ηνπο νπνίνπο ζέινπκε λα δείμνπκε όηη ε ηειηθή 

ζπλνιηθή πξόζζεζε ηνπο ζα είλαη ζεηηθή. 

 



158 
 

Πην θάησ βιέπνπκε πσο απινπνηνύκε κεξηθέο από ηηο ππνινηπόκελεο 193 δηαθνξέο 

γηα λα ηηο πξνζζέζνπκε κε ηνπο 60 όξνπο. 

 

 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον    
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Την απλοποιημζνη αυτή διαφορά θα την προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με την απλοποιημζνη 

διαφορά    όπωσ πιο κάτω: 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά    πξνο ην ζεηηθό. 

 

 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Την απινπνηεκέλε απηή δηαθνξά ζα ηελ πξνζζέζνπκε ζηε ζπλέρεηα κε ηε δηαθνξά     

όπσο πην θάησ: 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Την απλοποιημζνη αυτή διαφορά θα την προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με την απλοποιημζνη 

διαφορά     πην θάησ: 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Τισ δυο απλοποιημζνεσ αυτζσ διαφορζσ θα τισ προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με τη διαφορά     

όπωσ πιο κάτω : 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Την απλοποιημζνη αυτή διαφορά θα την προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με τη διαφορά     όπωσ 

πιο κάτω : 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Την απλοποιημζνη αυτή διαφορά θα την προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με τη διαφορά     όπσο 

πην θάησ : 

 

 
∑ ∑ (      (

 

  
 

 

  
*     (

  

 
  ) (

 

  
 

 

  
*  (

  

 
  )   (

 

  
 

 

  
*

              

 (
  

 
  )(

  

 
  ) (

 

  
 

 

  
*+ 

 



169 
 

 
 

 
∑ ∑ (     ( )    (

  

 
  ) ( )       (

  

 
  )

 

  
 ( )

              

   (
  

 
  ) (

  

 
  )

 

  
 ( )     (

  

 
  ) (

  

 
  )

 

  
 ( )

 
 

  
(
  

 
  )(

  

 
  )(

  

 
  )

 

  
 ( ))  

 
 

 
∑ ∑ (     ( )    (

  

 
  ) ( )        (

 

  
 

 

  
*

              

    (
  

 
  ) (

 

  
 

 

  
*

 (
  

 
  ) (     

 

  
 ( )    (

  

 
  )

 

  
 ( )

    (
  

 
  )

 

  
 ( )     (

 

  
 

 

  
*  (

  

 
  ) (

 

  
 

 

  
*

 
 

  
(
  

 
  )(

  

 
  )

 

  
 ( ))+  

 

Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Την απλοποιημζνη αυτή διαφορά θα την προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με τη διαφορά     όπωσ 

πιο κάτω : 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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 Απλοποίηςη άλλου όρου για την πρόςθεςη του με τον     
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Την απλοποιημζνη αυτή διαφορά θα την προςθζςουμε ςτη ςυνζχεια με τη διαφορά     όπσο 

πην θάησ : 
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Έηζη βιέπνπκε πσο κπνξεί λα κεγαιώζεη ε δηαθνξά     πξνο ην ζεηηθό. 
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Κεθάιαην 9 

΢πκπεξάζκαηα 
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9.3 Μειινληηθή Γνπιεηά        157 

 

 

9.1 ΢ύλνςε 

Η εξγαζία απηή μεθίλεζε κε κηα αλαθνξά ζηελ Ιζνξξνπία Nash θαη ην παηρλίδη 

δξνκνιόγεζεο ζην νπνίν έρνπκε απηή ηελ Ιζνξξνπία. Σηελ ζπλέρεηα παξνπζηάζακε 

θάπνηνπο νξηζκνύο θαη ζεκαληηθέο έλλνηεο πνπ έρνπλ λα θάλνπλ κε ην πιαίζην 

εξγαζίαο ηεο πεξίπησζεο πνπ κειεηνύκε, ηηο νπνίεο θαη ζα ρξεζηκνπνηνύζακε κεηά. 

Σεκείν αλαθνξάο ηεο εξγαζίαο απηήο απνηειεί ε Δηθαζία ηεο Πιήξσο Μηθηήο 

Ιζνξξνπίαο Nash πνπ είδακε ζην 1.2, ηελ νπνία θαη πξνζπαζήζακε λα απνδείμνπκε.  

Η νξζόηεηα ηεο εηθαζίαο απηήο απνδείθηεθε ζηε βαζηθή βηβιηνγξαθία [1] όπνπ 

είρακε ηελ πεξίπησζε ησλ 2 παηθηώλ ζην ζπγθεθξηκέλν παηρλίδη δξνκνιόγεζεο ζε 

απζαίξεην αξηζκό ζπλδέζεσλ. Απηή ε εξγαζία απνηειεί επέθηαζε ηεο πξνεγνύκελεο, 

όπνπ πξνζπαζήζακε λα απνδείμνπκε ην ίδην, κε 3 παίθηεο απηή ηε θνξά.  

Σπγθεθξηκέλα, κε απιά ιόγηα, ε εηθαζία ιέεη όηη ε επηινγή νισλ ησλ ζπλδέζεσλ κε 

ζεηηθή πηζαλόηεηα από όινπο ηνπο παίθηεο κεγηζηνπνηεί ην Κνηλσληθό Κόζηνο όπσο 

απηό νξίδεηαη ζηε βαζηθή βηβιηνγξαθία [1], κε απνηέιεζκα ε πεξίπησζε ηεο Πιήξσο 

Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash λα απνηειεί ην ρείξηζην ζελάξην. Γηα λα απνδείμνπκε ηελ 

εηθαζία, πξνζπαζήζακε λα δείμνπκε όηη ε δηαθνξά κεηαμύ ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο 

πνπ έρνπκε ζηελ πεξίπησζε ηεο ΠΜΙΝ θαη απηνύ κηαο Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash, 

δηάθνξε ηεο ΠΜΙΝ, είλαη ζεηηθή. 

Απηό πνπ θάλακε αξρηθά, είλαη λα δείμνπκε ηελ βαζηθή δνκή ηνπ κνληέινπ πνπ 

κειεηνύκε. Σηε ζπλέρεηα απνδείμακε θάπνηεο καζεκαηηθέο πξνηάζεηο νη νπνίεο ζα 

καο βνεζνύζαλ ζηελ έθθξαζε ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο ηεο νπνηαζδήπνηε Μηθηήο 

Αλάζεζεο. Έηζη κπνξέζακε θαη εθθξάζακε ην Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο Πιήξσο 
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Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash θαη απηό ηεο Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash. Πξνρσξήζακε 

εθηειώληαο ηε δηαθνξά κεηαμύ ηνπο όπνπ θαηαθέξακε λα εμάμνπκε θάπνηα πνιύ 

ελδηαθέξνλ ζπκπεξάζκαηα. 

 

9.1 ΢πκπεξάζκαηα 

Ήδε από ηελ έθθξαζε ηνπ Κνηλσληθνύ Κόζηνπο πνπ θάλακε γηα ηηο δπν πεξηπηώζεηο 

ηεο ΠΜΙΝ θαη Απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash, αξρίζακε λα βιέπνπκε ηε δηαηζζεηηθή 

πιεπξά ηεο εηθαζίαο. Δίδακε λα δεκηνπξγνύληαη ζπγθεθξηκέλα 302 όξνη νη νπνίνη 

εθθξάδνπλ ην Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο ΠΜΙΝ, θαη 59 όξνη νη νπνίνη εθθξάδνπλ ην 

Κνηλσληθό Κόζηνο ηεο δεύηεξεο πεξίπησζεο. Απηό είλαη πνιύ ελδηαθέξνλ αθνύ ήδε 

ην ζεηηθό ηεο δηαθνξάο απηήο ησλ δπν πεξηπηώζεσλ έρεη αξρίζεη λα θαίλεηαη από 

λσξίο. 

Δπίζεο είδακε ηε δπλαηόηεηα πνπ έρνπκε λα ζπλδηάζνπκε κε άλεην ηξόπν ηνπο όξνπο 

απηνύο, έηζη ώζηε λα πξνρσξήζνπκε ζηελ απινπνίεζε θαη πξόζζεζή ηνπο, 

βιέπνληαο ηνπο πίλαθεο πνπ θηηάμακε(βιέπε Παξάξηεκα Α, Β) θαη παίξλνληαο ηηο 

πεξηπηώζεηο πνπ είλαη ίδηεο κεηαμύ ηνπο. 

Μόλν εκπόδην ζ’ απηό, ζηάζεθε ν ρξόλνο θαη ε απξνζδόθεηε πνιππινθόηεηα πνπ 

πξνέθπςε. Δίλαη πξνθαλέο πσο ρξεηάδεηαη αξθεηόο ρξόλνο γηα ηελ δηαρείξεζε ηόζσλ 

πνιιώλ όξσλ θαη ηελ ζσζηή νινθιήξσζε ηεο απόδεημεο, γεγνλόο ζην νπνίν 

νθείιεηαη θαη ε κε νινθιεξσκέλε απόδεημε πνπ είδακε ζηελ εξγαζία απηή. 

Όκσο θάζε άιιν παξά αηζηόδνμνπο καο αθήλεη ην γεγνλόο, πσο κε πξνζεθηηθή 

ζπλέρεηα ηεο εξγαζίαο απηήο, θάπνηνο κπνξεί λα δεη, όηη εύθνια κπνξεί λα θηάζεη 

ζηελ νινθιήξσζε ηεο απόδεημεο απηήο θαζώο επίζεο ε ζπλέρεηα απηή αθήλεη ηηο 

ππνςίεο γηα κηα κειινληηθή θαη πνιιά ππνζρόκελε δνπιεηά.  

 

9.3 Μειινληηθή Γνπιεηά 

Με ηελ νινθιήξσζε ηεο απόδεημεο, θάπνηνο ζα κπνξνύζε λα ζπλερίζεη ζηελ 

επέθηαζε ηνπ κνληέινπ κε δηάθνξνπο ηξόπνπο, αιιάδνληαο ηελ έλλνηα ησλ 

ζπλδέζεσλ από ζπζρεηηδόκελεο ζε ηαπηόζεκεο, όπνπ όιεο νη ζπλδέζεηο ζα έρνπλ 

πιένλ ίδηα ρσξεηηθόηεηα. Δπίζεο ζα κπνξνύζαλ λα κειεηεζνύλ νη πεξηπηώζεηο κε 

πεξηζζόηεξνπο από ηξεηο παίθηεο. 

Αθόκα, ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε πεξίπησζε όπνπ έρνπκε απζαίξεην αξηζκό 

ηαπηόζεκσλ παηθηώλ θαη ηξεηο ζπλδέζεηο. 
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Παξάξηεκα Α 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

  
 

 

  
/ ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο γηα ηηο 

νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη ζεηηθή(δειαδή 

νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 

Πίλαθαο Α-1 

Παίθηεο 2(ζύλδεζε i) Παίθηεο 1(ζύλδεζε j) Παίθηεο 3(ζύλδεζε  ) 

β γ          

       

          

       

         

       

         

       

       

         

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 13 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο θαη απνηεινύλ ηνλ πξώην 

όξν. 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο γηα ηηο 
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νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη ζεηηθή(δειαδή 

νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 

Πίλαθαο Α-2 

Παίθηεο 2(ζύλδεζε i) Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) Παίθηεο 1(ζύλδεζε  ) 

β             

             

       

         

               

             

       

         

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 16 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ην δεύηεξν 

όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο γηα ηηο 

νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη ζεηηθή(δειαδή 

νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 

Πίλαθαο Α-3 

Παίθηεο 1(ζύλδεζε j) Παίθηεο 2(ζύλδεζε i) Παίθηεο 3(ζύλδεζε  ) 

γ       

             

       

         

       

         



Α-3 
 

       

         

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 10 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ ηξίην όξν. 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

  
 

 

  
/ ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο γηα ηηο 

νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη ζεηηθή(δειαδή 

νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 

Πίλαθαο Α-4 

Παίθηεο 1(ζύλδεζε j) Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) Παίθηεο 2(ζύλδεζε  ) 

γ          

             

       

         

            

       

         

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 11 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ ηέηαξην 

όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

       .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό    (όπνπ 

   ), έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη 

     . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο 

γηα ηηο νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη 

ζεηηθή(δειαδή νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 
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Πίλαθαο Α-5 

Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) Παίθηεο 1-2(ζύλδεζε    ) 

        

         

         

      

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 7 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ πέκπην 

όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

       .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό    (όπνπ 

   ), έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη 

     . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο 

γηα ηηο νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη 

ζεηηθή(δειαδή νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 

Πίλαθαο Α-6 

Παίθηεο 1-2(ζύλδεζε    ) Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) 

      

      

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 2 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ έθην όξν. 
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Παξάξηεκα Β 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Τώξα όιεο νη ζπλδέζεηο έρνπλ ζεηηθή πηζαλόηεηα λα επηιεγνύλ από όινπο ηνπο 

ρξήζηεο. 

Πίλαθαο Β-1 

Παίθηεο 2(ζύλδεζε i) Παίθηεο 1(ζύλδεζε j) Παίθηεο 3(ζύλδεζε  ) 

β γ             
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Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 63 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ πξώην 

όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

  
 

 

  
/ ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Τώξα όιεο νη ζπλδέζεηο έρνπλ ζεηηθή πηζαλόηεηα λα επηιεγνύλ από όινπο ηνπο 

ρξήζηεο. 

Πίλαθαο Β-2 

Παίθηεο 2(ζύλδεζε i) Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) Παίθηεο 1(ζύλδεζε  ) 

β γ             
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Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 63 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ην δεύηεξν 

όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Τώξα όιεο νη ζπλδέζεηο έρνπλ ζεηηθή πηζαλόηεηα λα επηιεγνύλ από όινπο ηνπο 

ρξήζηεο. 

Πίλαθαο Β-3 

Παίθηεο 1(ζύλδεζε j) Παίθηεο 2(ζύλδεζε i) Παίθηεο 3(ζύλδεζε  ) 

β γ             

                

             

          

       

            

       

                  



Β-4 
 

             

          

       

               

          

       

                  

               

          

             

                

       

                 

             

          

       

         

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 63 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ ηξίην όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

         .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο Πιήξσο Μηθηήο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό      , 

έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη       

  . Τώξα όιεο νη ζπλδέζεηο έρνπλ ζεηηθή πηζαλόηεηα λα επηιεγνύλ από όινπο ηνπο 

ρξήζηεο. 

Πίλαθαο Β-4 

Παίθηεο 1(ζύλδεζε j) Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) Παίθηεο 2(ζύλδεζε  ) 

β γ             

                

             



Β-5 
 

          

       

            

       

                  

             

          

       

               

          

       

                  

               

          

             

                

       

                 

             

          

       

         

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 63 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ ηέηαξην 

όξν. 

 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

       .
 

   
 

  / ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό    (όπνπ 

   ), έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη 

     . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο 

γηα ηηο νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη 

ζεηηθή(δειαδή νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 



Β-6 
 

Πίλαθαο Β-5 

Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) Παίθηεο 1-2(ζύλδεζε    ) 

    

   

    

    

    

    

    

    

    

    

    

     

    

    

    

      

     

      

    

    

      

    

    

    

      

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 25 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ πέκπην 

όξν. 

 

 



Β-7 
 

Αλάιπζε ηνπ όξνπ ∑   
    

    
 

       .
 

  
 

 

  
/ ζηελ εθαξκνγή ηνπ ιήκκαηνο 4.1 

ζηελ πεξίπησζε ηεο απζαίξεηεο Ιζνξξνπίαο Nash : 

Ο παίθηεο 1 επηιέγεη ηελ ζύλδεζε  ,ν παίθηεο 2 ηελ ζύλδεζε   θαη ν παίθηεο 3 ηελ 

ζύλδεζε  . Οη παίθηεο επηιέγνπλ ζπλδέζεηο ζύκθσλα κε ηνλ πεξηνξηζκό    (όπνπ 

   ), έηζη ζύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε            ζα έρνπκε όηη 

     . Δπίζεο έρνπκε ηνλ πεξηνξηζκό όηη ν θαζέλαο κπνξεί λα επηιέμεη ζπλδέζεηο 

γηα ηηο νπνίεο ε πηζαλόηεηα γηα επηινγή ηνπο από ηνλ αληίζηνηρν παίθηε είλαη 

ζεηηθή(δειαδή νη αληίζηνηρεο ζπλδέζεηο αλήθνπλ ζην support ηνπ): 

Πίλαθαο Β-6 

Παίθηεο 1-2(ζύλδεζε    ) Παίθηεο 3(ζύλδεζε k) 

    

   

    

    

    

    

    

    

    

    

    

     

    

    

    

      

     

      

    

    



Β-8 
 

      

    

    

    

      

Παξαηεξνύκε όηη πξνθύπηνπλ 25 πεξηπηώζεηο νη νπνίεο απνηεινύλ θαη ηνλ έθην όξν. 


