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Περίληψη

Η διπλωματική αυτή εργασία αφορά το διαχωρισμό γράφων (Graph Partitioning) κάνοντας χρήση της Θεωρίας Συνάφειας (Coherence Theory). Αρχικά, επεξηγούνται βασικές έννοιες, που χρειάζονται για την πλήρη κατανόηση της εργασίας, όπως είναι το  πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών, η προτασιακή ικανοποιησιμότητα και η Κανονική Συζευκτική Μορφή (CNF). Στη συνέχεια, παραθέτοντας ορισμούς που αφορούν τους γράφους, όπως οι υποκατηγορίες γράφων και τα χαρακτηριστικά τους, αναλύεται το πρόβλημα του διαμερισμού γράφων σε υπογράφους. Έπειτα, παραθέτουμε τη Θεωρία Συνάφειας, του Paul Thagard και δίνονται κάποιοι χρήσιμοι ορισμοί αναφορικά με τους γράφους συνάφειας, τους υπογράφους συνάφειας , τους διπολικούς γράφους και τους θετικά μονοπολικούς γράφους. Ακολουθούν οι αναλύσεις των τριών προβλημάτων, που αναπαραστάθηκαν με μορφή προτασιακής ικανοποιησιμότητας, με λεπτομερή περιγραφή αναφορικά με την μοντελοποίηση των μεταβλητών και των περιορισμών τους. Το πρώτο πρόβλημα αφορά τον διαμερισμού διπολικών γράφων σε υπογράφους. Το δεύτερο πρόβλημα πραγματεύεται τον διαμερισμό θετικά μονοπολικών γράφων σε ισομερείς υπογράφους. Το τρίτο και τελευταίο πρόβλημα αφορά τον διαμερισμό ενός πλήρη γράφου σε υπογράφους, με σκοπό επίσης την ισομέρεια των υπογράφων. Για τα δύο πρώτα προβλήματα έγιναν και πειραματικές αξιολογήσεις τα αποτελέσματα και τα συμπεράσματα των βρίσκονται στο τέλος του αντίστοιχου κεφαλαίου με το πρόβλημα στο οποίο αναφέρονται.
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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγή στην Ικανοποίηση Περιορισμών
1.2 Προβλήματα Ικανοποίησης Περιορισμών     






1.3 Χρησιμότητα αναπαράστασης του προβλήματος σε Προβλήματα Ικανοποίησης Περιορισμών 


1.4 Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα (Boolean Satisfiability Problem) 



1.4.1 Μετατροπή ενός  Προβλήματος Ικανοποίησης Περιορισμών σε Πρόβλημα Προτασιακής Ικανοποιησιμότητας




1.5 Κανονική Συζευκτική Μορφή (Conjunctive  Normal Form) (CNF)  

1.1 Εισαγωγή στην Ικανοποίηση Περιορισμών 

Η ικανοποίηση περιορισμών είναι ένας κεντρικός κλάδος της Τεχνητής Νοημοσύνης. Αρχικά θα εξηγήσουμε τι σημαίνει πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών. Στο σημείο αυτό, θα δοθεί ένα απλό παράδειγμα ικανοποίησης περιορισμών. Έπειτα θα αναλύσουμε χρησιμότητα αναπαράστασης ενός προβλήματος σε πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών. Στη συνέχεια θα εξηγήσουμε την έννοια της προτασιακής ικανοποιησιμότητας. 

Ακολούθως θα εξετάσουμε τις βασικές διαφορές ανάμεσα σε προβλήματα προτασιακής ικανοποιησημότητας και προβλήματα ικανοποίησης περιορισμών ,καθώς επίσης και τη μεθοδολογία μετατροπής ενός προβλήματος ικανοποίησης περιορισμών σε πρόβλημα προτασιακής ικανοποίησης.

Τέλος θα ορίσουμε την έννοια της κανονικής συζευκτικής μορφής, που αποτελεί την μορφή των περιορισμών που χρησιμοποιήσουμε στη συγκεκριμένη εργασία για την δημιουργία περιορισμών αναφορικά με τα προβλήματα προτασιακής ικανοποιησιμότητας, που θα αναλύσουμε σε επόμενα κεφάλαια.
1.2 Προβλήματα Ικανοποίησης Περιορισμών     

Τα Προβλήματα Ικανοποίησης Περιορισμών (Constraint Satisfaction Problems – CSP) είναι μια σημαντική υποκατηγορία της Τεχνητής Νοημοσύνης.  Ένα CSP είναι ένα πρόβλημα αναζήτησης με ιδιαίτερα χαρακτηριστικά που το διαφοροποιούν από τα γενικά προβλήματα αναζήτησης. Ο χώρος αναζήτησης είναι πεπερασμένος, το δέντρο αναζήτησης είναι πεπερασμένο. 

Το ζητούμενο είναι να αναθέσουμε τιμές σε ένα σύνολο μεταβλητών ώστε να ικανοποιούνται κάποιοι περιορισμοί. Ένα πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών (CSP) ορίζεται από: 
· Ένα σύνολο μεταβλητών (variables) X1 ,…,Xn .Κάθε μεταβλητή Χi έχει ένα πεδίο ορισμού (domain) Di με τις πιθανές της τιμές (values). Συνήθως τα πεδία ορισμού είναι πεπερασμένα. 

·  Ένα σύνολο περιορισμών (constraints) Ci ,…,Cm. Κάθε περιορισμός περιλαμβάνει ένα υποσύνολο των μεταβλητών και προσδιορίζει τους επιτρεπτούς συνδυασμούς τιμών για αυτό το υποσύνολο. Ένας n-αδικός (n-ary) περιορισμός C σε ένα σύνολο μεταβλητών X1 ,…,Xk είναι ένα υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου D1 x…x Dk .

Οι περιορισμοί αυτοί χωρίζονται σε τρείς κατηγορίες ανάλογα με το αριθμό τον μεταβλητών που περιλαμβάνουν. 

· Μοναδιαίος ( unary ) ονομάζεται ένας περιορισμός ο οποίος αφορά μόνο μία μεταβλητή ( π.χ. Χ1 ≥ 5 )

· Δυαδικός ( binary ) ονομάζεται ένας  περιορισμός ο οποίος περιλαμβάνει δύο μεταβλητές ( π.χ. X1+2*X2 ≥ 10 ) 

· Ανώτερης Τάξης ( higher order ) ονομάζεται ένας περιορισμός στον οποίο λαμβάνουν μέρος περισσότερες από δύο μεταβλητές ( π.χ. X1+2*X2+Χ3+5*Χ4 ≥ 30)

Επιπρόσθετα υπάρχουν δύο είδη περιορισμών ανάλογα με τη σημαντικότητά τους.

· Απόλυτοι ( hard constrains ) ονομάζονται οι περιορισμοί των οποίων η ικανοποίηση είναι υποχρεωτική.

· Ελαστικοί ( soft constrains ) ονομάζονται οι περιορισμοί που δηλώνουν προτίμηση και η ικανοποίηση τους είναι προαιρετική.

Η μοντελοποίηση ενός προβλήματος γίνεται σύμφωνα με τα παραπάνω χαρακτηριστικά. Έπειτα το μοντέλο δίνεται σε έναν επιλυτή για τον υπολογισμό μίας ή περισσοτέρων λύσεων. Το πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών ονομάζεται συνεπές εάν υπάρχει τουλάχιστον μία λύση. Διαφορετικά λέγεται ασυνεπές. Λύση για τα προβλήματα ικανοποίησης περιορισμών θεωρείται η ανάθεση τιμών σε όλες τις μεταβλητές, ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι περιορισμοί. 
Παράδειγμα Προβλήματος Ικανοποίησης Περιορισμών
Περιγραφή: Σε μια σκακιέρα 8x8 πρέπει να τοποθετηθούν 8 βασίλισσες έτσι ώστε καμία να μην απειλεί και να μην απειλείται από καμία άλλη.
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           Σχήμα 1.1

Ορισμός: 

• Μεταβλητές: Η τιμή κάθε μεταβλητής Qi (i=1,…,8) αντιπροσωπεύει τη στήλη στην οποία βρίσκεται η i-οστή βασίλισσα στην i-οστή σειρά.

• Πεδίο Ορισμού: Αν οι στήλες αντιπροσωπεύονται με νούμερα από το 1 ως το 8 τότε το πεδίο ορισμού κάθε μεταβλητής Qi είναι Di = {1,2,3,…,8}.

• Περιορισμοί: Υπάρχει ένας δυαδικός περιορισμός C(Qi , Qj ) για κάθε ζευγάρι μεταβλητών. Αυτοί οι περιορισμοί μπορούν να οριστούν ως εξής: 

- Για όλες τις μεταβλητές Qi και Qj , Qi ( Qj .  

- Για όλες τις μεταβλητές Xi και Xj , με i>j, αν Xi = a και Xj = b τότε
· i – j ( a – b και
· i – j ( b – a .

1.3 Χρησιμότητα αναπαράστασης του προβλήματος σε Προβλήματα Ικανοποίησης Περιορισμών

Η αναγωγή ενός προβλήματος σε πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών έχει πολλά πλεονεκτήματα. Αρχικά , στις πλείστες περιπτώσεις , είναι αρκετά απλή η μετατροπή του προβλήματος σε πρόβλημα ικανοποίησης περιορισμών. Αυτό βοήθα στην συσχέτιση των μεταβλητών με το αρχικό πρόβλημα, με αποτέλεσμα οι περιορισμοί να μπορούν με ευκολία να αναπαρασταθούν σε μορφή γραμμικών ανισοτήτων. Τέλος, υπάρχει πληθώρα αλγορίθμων που επιλύουν τέτοιο είδους προβλήματα.

1.4 Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα (Boolean Satisfiability Problem) 

Εδώ και χρόνια ένα βασικό θέμα μελέτης, τόσο από πλευράς θεωρίας υπολογισμού όσο και από της σκοπιά της μαθηματικής λογικής, είναι το πρόβλημα της Προτασιακής Ικανοποιησιμότητας, που είναι γνωστό ως SAT. Επίσης, πολύ σημαντικές είναι οι πρακτικές εφαρμογές του SAT ,τόσο στον τομέα της τεχνητής νοημοσύνης όσο και στους τομείς της σχεδίασης υλικού (Hardware Design), της επαλήθευσης λογισμικών (Software Verification) και του συνδυαστικού ελέγχου ισοδυναμίας (Combinational Equivalence Checking).

Επιπρόσθετα, πέρα από τις πρακτικές εφαρμογές, το SAT έχει και μεγάλη θεωρητική σημασία, καθώς είναι ένα από τα πρώτα προβλήματα, στον κλάδο της επιστήμης των υπολογιστών, που αποδείχτηκε ότι ανήκει στα NP-πλήρη (NP-complete) προβλήματα (Cοοκ,1971).NP-πλήρη ονομάζονται τα προβλήματα στα οποία δεν υπάρχει αλγόριθμός ο οποίος δύναται να τα επιλύσει σε πολυωνυμικό χρόνο. 
Το πρόβλημα της προτασιακής ικανοποιησιμότητας πραγματεύεται το εάν μπορούν να γίνουν αναθέσεις τιμών σε μεταβλητές τύπου Boolean με σκοπό μια σχέση να είναι ΑΛΗΘΗΣ. Σε περίπτωση που δεν υπάρχουν τιμές που να ικανοποιούν την εν λόγο σχέση τότε το πρόβλημα είναι μη ικανοποιήσιμο. Ως γενίκευση του SAT υπάρχει το πρόβλημα της  Προτασιακής Βελτιστότητα αλλιώς Max-SAT (maximum satisfiability problem), του οποίου ο σκοπός είναι να ικανοποιηθούν όσο το δυνατόν πιο πολλοί περιορισμοί (clauses).
Επεκτάσεις της Προτασιακής Βελτιστότητας (MaxSAT) αποτελούν η Μερική Προτασιακή Βελτιστότητα (Partial MaxSAT) και η Σταθμική Προτασιακή Βελτιστότητα (Weighted MaxSAT).Στην Μερική Προτασιακή Βελτιστότητα υπάρχουν δύο είδη περιορισμών, οι ελαστικοί (soft) και οι απόλυτοι (hard). Στη περίπτωση της Σταθμικής Προτασιακής Βελτιστότητας (Weighted MaxSAT), κάθε περιορισμός εμπλουτίζεται με ένα βάρος. Το βάρος αυτό υποδηλώνει την σημαντικότητα των περιορισμών, συνεπώς οι περιορισμοί που έχουν μεγαλύτερο βάρος είναι και εκείνοι που επηρεάζουν περισσότερο την επίλυση του εκάστοτε  προβλήματος.  Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του συνολικού βάρους των μη ικανοποιήσιμων περιορισμών και όχι μόνο ο αριθμός τους. Οι περιορισμοί τόσο του MaxSAT όσο και των Partial MaxSAT και WeightedMaxSAT αναπαρίστανται σε   Κανονική Συζευκτική Μορφή. 

1.4.1 Μετατροπή από Πρόβλημα Ικανοποίσης Περιορισμών σε Πρόβλημα Προτασιακής Ικανοποιησιμότητας 

Μπορούμε να αναγάγουμε ένα Πρόβλημα Ικανοποίησης Περιορισμών σε Πρόβλημα  Προτασιακής Ικανοποιησιμότητας. Το πεδίο ορισμού των μεταβλητών ενός ΠΠΙ είναι δυαδικό ( Αληθής ή Ψευδής ), ενώ ,όπως είδαμε στο υποκεφάλαιο 2.2 ,το πεδίο ορισμού των μεταβλητών ενός ΠΙΠ αν και πεπερασμένο δύναται να πάρει πληθώρα τιμών. Για κάθε πιθανή τιμή, λοιπόν, της κάθε μεταβλητής του ΠΙΠ δημιουργούμε μια νέα μεταβλητή με την ανάλογη σημασία. Αναλυτικότερα, μια μεταβλητή Χij στην Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα, συσχετίζεται με την Χi στο ΠΙΠ εάν της δώσουμε την τιμή j από το πεδίο τιμών της. Επομένως η απόδοση τιμής “αληθές” ή “ψευδές” στην Χij μας δηλώνει εάν στο ΠΙΠ η μεταβλητή Χi έχει την τιμή j ή όχι αντίστοιχα.

1.5 Κανονική Συζευκτική Μορφή ( Conjunctive  Normal Form ) ( CNF )  

Γενικά μια πρόταση σε Κανονική Συζευκτική Μορφή αποτελείται από συζεύξεις διαζεύξεων. Σύζευξη ονομάζεται το λογικό ΚΑΙ όπου συμβολίζεται με « ꓥ », ενώ διάζευξη ονομάζεται το λογικό  Ή ,όπου συμβολίζεται με « ꓦ ». Επιπλέον υπάρχει και η άρνηση η οποία συμβολίζεται με « ¬ ». Μια πρόταση σε CNF έχει την παρακάτω μορφή: C1 ꓥ C2 ꓥ … ꓥ Cn
Τα C1,…, Cn ονομάζονται όροι ( clauses ). Κάθε όρος έχει τη μορφή: l1 ꓦ l2 ꓦ … ꓦ ln. Τα l1,…, ln ονομάζονται λεκτικά ( literals ). Οι όροι δύναται να περιέχουν είτε την θετική είτε την αρνητική εκδοχή του κάθε λεκτικού ( π.χ. C1= l1 ꓦ ¬l2 ). Ο αλγόριθμος μετατροπής οποιασδήποτε λογικής πρότασης σε CNF αποτελείται από τρία βήματα.
1. Απαλοιφή συνεπαγωγών.

2. Απαλοιφή διπλών αρνήσεων μεταφέροντας τις αρνήσεις στο επίπεδο των λεκτικών.

3. Εισαγωγή συζεύξεων από διαξέυξεις.

Για την εκτέλεση του παραπάνω αλγορίθμου γίνεται χρήση των παρακάτω πέντε κανόνων:

1. Διπλή συνεπαγωγή: ( x ( y ) = ( x => y ) ꓥ ( y => x ) 

2. Συνεπαγωγή: ( x => y ) = ( ¬x ꓦ y )   

3. Σύζευξη από διαζεύξεις:  x ꓦ ( y1 ꓥ y2 ) = ( x ꓦ y1 ) ꓥ ( x ꓦ y2 ) 
 


  ( y1 ꓥ y2 ) ꓦ x = ( y1 ꓦ x ) ꓥ ( y2 ꓦ x ) 

4. De Morgan: ¬( x ꓥ y ) = ( ¬x ꓦ ¬y ) 
 
         ¬( x ꓦ y ) = ( ¬x ꓥ ¬y ) 

5. Διπλή άρνηση: ¬ ( ¬x ) = x
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Διαμερισμός Γράφων και Θεωρία Συνάφειας 
2.1 Εισαγωγή 

2.2 Γράφοι.

2.3 Διαμερισμός γράφου σε υπογράφους (Graph Partitioning).

2.4 Θεωρία Συνάφειας.

2.5 Γράφοι συνάφειας.

2.5.1 Τύποι γράφων συνάφειας 

2.1 Εισαγωγή.

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τον διαμερισμό γράφων σε υπογράφους ( Graph Partitioning ) και την Θεωρία Συνάφειας ( Coherence Theory ), καθώς από αυτά απορρέουν τα προβλήματα που θα αναλύσουμε στα κεφάλαια 4 και 5. Αρχικά, θα εξηγήσουμε κάποιες βασικές έννοιες, όπως το πώς ορίζεται ένας γράφος και σε ποιες κατηγορίες μπορούμε να τον τοποθετήσουμε ανάλογα με τα χαρακτηριστικά του. Ακολούθως, θα αναφερθούμε στην έννοια του διαμερισμού ενός γράφου σε υπογράφους, καθώς και σε ποιους τομείς χρησιμεύει η συγκεκριμένη διαδικασία. Έπειτα, θα αναλύσουμε τη Θεωρία Συνάφειας , όπως την εισηγήθηκε ο Paul Thagard. Τέλος, θα δοθούν κάποιοι χρήσιμοι ορισμοί αναφορικά με τους γράφους συνάφειας, τους υπογράφους συνάφειας , τους διπολικούς γράφους και τους θετικά μονοπολικούς γράφους. 


2.2 Γράφοι.

Η θεωρία των γράφων θεωρείται ότι ξεκίνησε από τον Euler στις αρχές του 18ου αιώνα (1736). 

Ένα γράφος χαρακτηρίζεται από :

1. ένα σύνολο V κορυφών (vertices), ή κόμβων, όπως θα αναφερόμαστε σε αυτούς από εδώ και στο εξής, και 

2. ένα σύνολο Ε ακμών (edges), που είναι ένα ζεύγος (u,v) από κόμβους.

· Ένας γράφος ονομάζεται κατευθυνόμενος (directed graph, digraph) αν κάθε µία από τις ακμές του είναι προσανατολισμένη προς µία κατεύθυνση. 

· Αντίστοιχα, ένας γράφος ονομάζεται µη κατευθυνόμενος (undirected) αν οι ακμές του δεν είναι προσανατολισμένες. 

· Ένας γράφος ονομάζεται πλήρης αν κάθε ένας από τους κόμβους του συνδέεται με ακμή με οποιονδήποτε άλλο κόμβο.

· Συχνά συσχετίζουμε κάθε ακμή ενός γράφου µε κάποιο βάρος (weight). Ο γράφος αυτός ονομάζεται γράφος µε βάρη (weighted graph).

· Μονοπάτι (path) ενός γράφου μήκους n, είναι µία ακολουθία κόμβων v0, v1, …, vn, όπου για κάθε i , 0≤ i < n, (vi , vi+1) είναι ακμή του γράφου. Μήκος ενός μονοπατιού είναι ο αριθμός ακμών που περιέχει.

2.3 Διαμερισμός γράφου σε υπογράφους (Graph Partitioning).

Δεδομένων ενός αριθμού φυσικού αριθμού k>1 και ενός μη κατευθυνόμενου γράφου V με μη αρνητικές ακμές, το πρόβλημα διαμερισμού γράφου πραγματεύεται την εύρεση των k υπογράφων V1,…,Vk οι οποίοι εάν συνδυαστούν παράγουν των γράφο V και ταυτόχρονα δεν εμπεριέχουν κοινούς κόμβους. Ο περιορισμός ισορροπίας απαιτεί όλοι οι υπογράφοι να έχουν περίπου ίδιο αριθμό κόμβων, αναλογικά με την δεδομένη παράμετρο ισορροπίας ( e ). Αναλυτικότερα, για κάθε i που ανήκει στο κλειστό διάστημα [1,κ] να ισχύει  |Vi | ≤ Lmax:= (1+e)*˹|V |/k˥ , δηλαδή το Lmax αποτελεί το άνω φράγμα του αριθμού κόμβων, που δύναται να περιέχει κάθε υπογράφος, δεδομένης της παραμέτρου ισορροπίας. Για k=2 έχουμε την βασική περίπτωση του προβλήματος, γνωστό και ως πρόβλημα Ελάχιστης Διχοτόμησης (Minimum Bisection Problem).
2.4 Θεωρία Συνάφειας.

Η θεωρία της συνάφειας, όπως προτείνεται από τον Paul Thagard [12], υποθέτει ότι η γνώση,

μπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα δίκτυο όπου οι κόμβοι αντιπροσωπεύουν ισχυρισμούς και οι ακμές που συνδέουν τους κόμβους μπορούν να επισημανθούν με θετικές ή αρνητικές τιμές που αντιπροσωπεύουν αντίστοιχα, το βαθμό συνοχής ή ασυνέπειας μεταξύ κόμβων. Κάθε γράφημα συνοχής συνδέεται με έναν αριθμό που ονομάζεται συνοχή του γραφήματος. Με βάση τον φορμαλισμό του Thagard, αυτό μπορεί να υπολογιστεί διαιρώντας το σύνολο των κόμβων N του γράφου σε δύο σύνολα(υπογράφους). Το πρώτο σύνολο είναι το Α, όπου περιέχει τα αποδεκτά στοιχεία του N, ενώ το δεύτερο ή αλλιώς συμπληρωματικό σύνολο είναι το  N \ A, όπου περιέχει τα μη αποδεκτά στοιχεία.

 Στόχος είναι να διαχωρίσουμε τον γράφο έτσι ώστε ο μέγιστος αριθμός κόμβων που συνδέονται με ακμές με θετικές τιμές (βάρη) να είναι στον ίδιο υπογράφο (δηλ. Α ή Ν \ Α)και ταυτόχρονα να να βρίσκονται στα συμπληρωματικά σύνολα (δηλαδή Α και Ν \ Α) όσο το δυνατόν περισσότεροι από τους κόμβους που συνδέονται με ακμές με αρνητικές τιμές. Οι τιμές ακμών ανήκουν στο κλειστό 

Ο Paul Thagard παρουσιάζει τη θεωρία της συνάφειας ως μία γνωσιακή θεωρία, με ρίζες στη φιλοσοφία, που ερμηνεύει την επίλυση προβλημάτων ως την ικανοποίηση των περιορισμών που αναφέρονται σε διασυνδεδεμένες οντότητες. Με πιο απλά λόγια, η θεωρία της συνάφειας είναι η μελέτη των συσχετίσεων μεταξύ διαφορετικών πληροφοριών και ο υπολογισμός του τρόπου με τον οποίο συσχετίζονται. Κάθε πληροφορία δύναται να θέσει είτε θετικούς είτε αρνητικούς περιορισμούς σε μια ή περισσότερες πληροφορίες. Οι θετικοί περιορισμοί ενισχύουν την συνάφεια μεταξύ των πληροφορίων όταν αυτές σχετίζονται μεταξύ τους , ενώ οι αρνητικοί περιορισμοί την αποδυναμώνουν.

Στη θεωρία αυτή, η γνωστική διαδικασία που αναλαμβάνει ένα υποκείμενο/παράγοντα (agent) είναι να ομαδοποιήσει όσες περισσότερες πληροφορίες γίνεται ,από αυτές που συνδέονται με θετικούς περιορισμούς, ενώ ταυτόχρονά τις διαχωρίζει από τις πληροφορίες με τις οποίες σχετίζονται με αρνητικούς περιορισμούς. Συμπεραίνουμε. λοιπόν, ότι οι παράγοντες συνάφειας(coherent-based agents) καλούνται να αντιμετωπίσουν ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης. Αρκετές ψυχολογικές διεργασίες μπορούν να γίνουν κατανοητές όσον αφορά τη συνάφεια και τη βελτιστοποίηση περιορισμών. Αυτές οι διαδικασίες περιλαμβάνουν τη στερεοσκοπική όραση, την λεκτική αντίληψη, την κατανόηση του λόγου, την αναλογική χαρτογράφηση και τη γνωσιακή ασυμφωνία.
Ακολουθούν βασικοί ορισμοί, όπως εκείνος του γράφου συνοχής, της ικανοποίησης περιορισμών και της δυναμικής περιορισμών.

2.5 Γράφοι Συνάφειας

Ορισμός Γράφου Συνάφειας 
Ως γράφος συνάφειας ορίζεται  ένας μη κατευθυνόμενος γράφος με βάρη στις ακμές του. Οι γράφοι συνάφειας προσδιορίζονται από τρία χαρακτηριστικά.
1. Τον πεπερασμένο αριθμό κόμβων Ν, που αντιπροσωπεύουν τις έννοιες.

2. Τον πεπερασμένο αριθμό ακμών Ε, που συσχετίζουν τους κόμβους με θετικό ή αρνητικό τρόπο ανάλογα με την συνάφεια ή μη που έχουν μεταξύ τους.

3. Μία συνάρτηση συνάφειας ψ, η οποία δίνει θετικές ή αρνητικές τιμές στις παραπάνω ακμές με βάση τη συνάφεια των κόμβων.

Οι κόμβοι των γράφων συνοχής μπορούν να γίνουν κατανοητοί, από την σκοπιά της αναπαράστασης της γνώσης, ως αντιπροσωπευτικές πεποιθήσεις, επιθυμίες, προθέσεις, κανόνες ή άλλες γνωστικές ικανότητες που μπορεί να έχει ένας παράγοντας agent.Ο τρόπος με τον οποίο υπολογίζονται οι τιμές των ακμών εξαρτάται από το είδος της συνάφειας που θέλουμε να αναπαραστήσουμε. Ένας coherent-based agents στοχεύει στον προσδιορισμό του ποιο υποσύνολο των πληροφοριών πρέπει να γίνει δεκτό και ποιο πρέπει να απορριφθεί, δηλαδή στο πώς να διαχωρίσει τον αρχικό γράφο σε δύο σύνολα που περιέχουν αποδεκτές και απορριφθείσες αξιώσεις.
2.5.1 Τύποι γράφων συνάφειας

Ορισμός Υπογράφου Συνάφειας: 
Δεδομένων δύο γράφων συνάφειας G1 και G2 ορίζουμε τον γράφο G1 ως υπογράφο του G2 εάν και μόνο εάν: 
1. οι κόμβοι του γράφου G1 είναι και κόμβοι του γράφου G2,
2. οι ακμές του γράφου G1 είναι και ακμές του γράφου G2 και
3. η συνάρτηση συνάφειας του γράφου G1 δίνει, στις ακμές του γράφου G1, τις αντίστοιχες τιμές με αυτές που δίνει η συνάρτηση συνάφειας του γράφου G2, στις ακμές του γράφου G2
Για τους σκοπούς αυτής τις διπλωματικής εργασίας θα χρησιμοποιήσουμε δύο συγκεκριμένους τύπους γράφων συνάφειας.

Διπολικοί Γράφοι ( Bipolar Graphs). 
Διπολικοί ονομάζονται οι γράφοι των οποίων η συνάρτηση συνάφειας εκχωρεί στις ακμές, μεταξύ των κόμβων, βάρος ίσο με 1 ή -1. 
Θετικά Μονοπολικοί Γράφοι ( Positive Unipolar Graphs).
Θετικά Μονοπολικοί ονομάζονται οι γράφοι των οποίων η συνάρτηση συνάφειας αναθέτει στις ακμές, μεταξύ των κόμβων, βάρος ίσο με 1. 
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Διαμερισμός τυχαιοποιημένου διπολικού γράφου σε υπογράφους


3.1 Εισαγωγή στο πρόβλημα διαμερισμού τυχαιοποιημένου διπολικού γράφου σε υπογράφους

3.2 Μοντελοποίηση του προβλήματος σε Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα 
3.2.1 Δημιουργία τυχαιοποιημένου γράφου

3.2.2 Ανάλυση μεταβλητών μοντελοποίησης

3.2.3  Ανάλυση των περιορισμών του αρχείου εισόδου για τον επιλυτή.
3.3 Το πείραμα

3.3.1 Πειραματική Αξιολόγηση 

3.3.2 Αποτελέσματα πειράματος

3.3.3 Συμπεράσματα

3.1  Εισαγωγή στο πρόβλημα διαχωρισμού τυχαιοποιημένου διπολικού γράφου σε υπογράφους

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με το πρόβλημα διαχωρισμού ενός γράφου σε k υπογράφους. Πιο αναλυτικά, υποθέτουμε έναν γράφο ο οποίος περιέχει N κόμβους και του οποίου οι ακμές δύναται να έχουν θετικό ή αρνητικό βάρος. Μια ακμή με θετικό βάρος υποδηλώνει ότι οι δύο κόμβοι που συνδέονται από αυτήν είναι σχετικοί μεταξύ τους. Αντίθετα, μια ακμή με αρνητικό βάρος υποδεικνύει την μη ύπαρξη συσχέτισης  μεταξύ των δύο κόμβων, που ενώνονται με την ακμή αυτή.


Στόχος, λοιπόν, του προβλήματος είναι η δημιουργία k υπογράφων, δεδομένου ενός θετικού ακέραιου k, καθένας από τους οποίους θα περιέχει ιδανικά μόνο κόμβους που σχετίζονται μεταξύ τους. Για την επίτευξη του στόχου αυτού θα δημιουργήσουμε ένα αρχείο περιορισμών το οποίο αποτελεί την είσοδο του επιλυτή qmaxsat14.07auto-glucose3, ο οποίος με την σειρά του παρέχει την καλύτερη λύση εάν αυτή υπάρχει. Συνεπώς στο ιδανικό σενάριο διαμερισμού οι υπογράφοι που δημιουργούνται περιέχουν, ο καθένας , μόνο θετικές ακμές και συνδέονται μεταξύ τους μόνο με αρνητικές ακμές.

Για k = 2 , έχουμε την βασική περίπτωση του προβλήματος η οποία πλησιάζει το πρόβλημα ελάχιστης διχοτόμησης  ( Minimum Bisection Problem ), στο οποίο αναφερθήκαμε στο υποκεφάλαιο 2.3. Η βασική διαφορά είναι ότι στην δική μας περίπτωση δεν αποσκοπούμε στον ισομερή διαμερισμό του γράφου, αλλά στοχεύουμε στον ακριβή διαχωρισμό με βάση της ακμές. 

Παράδειγμα για k=2





Σχήμα 3.1 


Το παραπάνω σχήμα [4.1] είναι μια αναπαράσταση ενός γράφου με εννέα κόμβους (Ν=9). Οι κύκλοι απεικονίζουν τους κόμβους με αριθμό αυτόν που αναγράφεται εντός τους. Με γαλάζιο αναπαρίστανται οι θετικές ακμές ενώ με κόκκινο οι αρνητικές. Εάν θέλαμε να διαχωρίσουμε τον παραπάνω γράφο σε δύο υπογράφους το αποτέλεσμα θα ήταν στον πρώτο υπογράφο να ανήκουν οι κόμβοι 1,2,3,4 και 9 ενώ ο δεύτερος υπογράφος θα απαρτίζεται από τους κόμβους 5,6,7 και 8.

3.2  Μοντελοποίηση του προβλήματος σε Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα
3.2.1  Δημιουργία τυχαιοποιημένου διπολικού γράφου

Όπως αναφέρεται και στην εισαγωγή αυτού του κεφαλαίου, για σκοπούς ακεραιότητας του πειράματος γίνεται χρήση τυχαιοποιημένου γράφου, η δημιουργία του οποίου αναλύεται παρακάτω. Αρχικά εισάγονται από τον χρήστη ο αριθμός κόμβων ( Ν ) , η προσεγγιστική  πυκνότητα του γράφου ( density ) , η πιθανότητα θετική ακμής ( possibility ) και ο επιθυμητός αριθμός υπογράφων ( k ). Έπειτα, για την απεικόνιση του τυχαιοποιημένου γράφου γίνεται χρήση του δυσδιάστατου πίνακα   randomtable[N+1][N+1] του οποίου η πρώτη γραμμή, η πρώτη στήλη καθώς και η διαγώνιος συμπληρώνονται με 0.

Η πρώτη γραμμή και η πρώτη στήλη απεικονίζουν τον κόμβο 0 . Καθώς, όμως , ο επιλυτής  που θα χρησιμοποιηθεί στη συνέχεια δεν δύναται να αναγνωρίσει την αντίστοιχη μεταβλητή μηδέν (0), ο κόμβος απαλείφεται συμπληρώνοντας την πρώτη γραμμή και την πρώτη στήλη με 0. Λόγο της παραπάνω απάλειψης αιτιολογούνται και οι διαστάσεις του πίνακα. Η διαγώνιος συμπληρώνεται και αυτή με μηδέν ( 0 ) καθώς δεν επιθυμούμε οι κόμβοι να είναι συνδεδεμένοι με τον εαυτό τους.

Στη συνέχεια κάθε ζευγάρι κόμβων γίνεται να συνδεθεί με ακμή εάν μία τυχαία τιμή δεν ξεπερνά την προσεγγιστική πυκνότητα του γράφου ( density ), που δόθηκε από το χρήστη. Εάν η τυχαία τιμή είναι μικρότερη από την  προσεγγιστική πυκνότητα  τότε η αντίστοιχη θέση του πίνακα συμπληρώνεται με 0. Μία ακμή γίνεται θετική και παίρνει βάρος ίσο με ένα (1), εάν μια τυχαία τιμή δεν ξεπερνά την πιθανότητα θετικής ακμής ( possibility ) που επίσης δόθηκε από το χρήστη. Σε διαφορετική περίπτωση γίνεται αρνητική και παίρνει βάρος ίσο με μείον ένα ( -1 ).

Παράδειγμα κωδικοποίησης γράφου για Ν=9 , density=15%, possibility=60% και k=2

· 2 <- -1 ->7    Ο κόμβος 2 συνδέεται με αρνητική ακμή με τον κόμβο 7

· 3 <- 1 -> 7    Ο κόμβος 3 συνδέεται με θετική ακμή με τον κόμβο 7

· 4 <- 1 -> 6    Ο κόμβος 4 συνδέεται με θετική ακμή με τον κόμβο 6

· 4 <- 1 ->9     Ο κόμβος 4 συνδέεται με θετική ακμή με τον κόμβο 9

· 7 <- 1 ->9     Ο κόμβος 7 συνδέεται με θετική ακμή με τον κόμβο 9

3.2.2  Ανάλυση μεταβλητών μοντελοποίησης
Κάθε μεταβλητή υποδεικνύει το γεγονός ότι ένας κόμβος ανήκει ή όχι σε έναν υπογράφο. Η μοντελοποίηση του συγκεκριμένου προβλήματος έγινε με γνώμονα τον επιλυτή που χρησιμοποιήθηκε (qmaxsat14.07auto-glucose3). Οι μεταβλητές, λοιπόν, απεικονίζονται με αριθμούς και είναι τύπου Boolean, δηλαδή μπορούν αν είναι είτε αληθείς είτε ψευδείς. Συνεπώς, δημιουργούνται N*k μεταβλητές, όπου  Ν ο αριθμός των κόμβων και k ο επιθυμητός αριθμός υπογράφων, για να μπορέσουν να αποθηκευτούν σωστά οι παραπάνω πληροφορίες.

Με βάση το παράδειγμα που αναπαρίσταται στο Σχήμα 4.1 δημιουργούνται δεκαοκτώ (18) μεταβλητές, δύο για κάθε κόμβο. Οι μεταβλητές 1 και 2 αναφέρονται στον κόμβο 1 , οι 3 και 4 στον κόμβο 2 , οι 5 και 6 στον κόμβο 3 , μέχρι και τις 17 και 18 που αναφέρονται στον κόμβο 9. Η μεταβλητή 1 υποδηλώνει ότι ο κόμβος 1 ανήκει στον υπογράφο 1,ενώ αν πάρει άρνηση ( ¬1) μεταφράζεται στο ότι ο κόμβος 1 δεν ανήκει στον πρώτο υπογράφο. Η μεταβλητή 2 σημαίνει ότι  ο κόμβος 1 ανήκει στον δεύτερο υπογράφο, ενώ με αρνητικό πρόσημο υποδεικνύει ότι ο κόμβος 1 δεν ανήκει στον υπογράφο νούμερο 2. Αντίστοιχα μεταφράζονται και οι υπόλοιπες μεταβλητές. 

2.2.3  Ανάλυση των περιορισμών του αρχείου εισόδου για τον επιλυτή

Η πρώτη γραμμή του αρχείου περιέχει πληροφορίες για να κατευθύνει τον επιλυτή. Έπειτα από τη ολοκλήρωση του γράφου [4.2.1], είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε με ακρίβεια πόσες ακμές δημιουργήθηκαν και εάν είναι θετικές είτε αρνητικές.

Κάνοντας χρήση , λοιπόν , των παραπάνω πληροφοριών καθώς και του αριθμού των κόμβων υπολογίζουμε τον ακριβή αριθμό παραμέτρων και περιορισμών που χρειάζεται να περιέχει η πρώτη γραμμή του αρχείου εισόδου. Κάθε επόμενη γραμμή περιέχει έναν περιορισμό. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα έχουμε τρείς κατηγορίες περιορισμών.

1. Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν οι περιορισμοί που δηλώνουν ότι ένας κόμβος μπορεί να ανήκει σε έναν υποργάφο και μόνο. Ως αποτέλεσμα των παραπάνω δημιουργούνται Ν περιορισμοί πρώτης κατηγορίας, ισάριθμοι δηλαδή με τον αριθμό των κόμβων του αρχικού γράφου. Για την ολοκλήρωση της κατηγορίας δημιουργούνται και όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί, των μεταβλητών που αναφέρονται σε κάθε κόμβο, οι οποίοι ενδυναμώνουν τον περιορισμό μονανδικότητας. Η ικανοποίηση των  συγκεκριμένων περιορισμών είναι υψίστης σημασίας. Συνεπώς, για να εξαναγκαστεί ο επιλυτής να ικανοποιήσει όλους τους περιορισμούς πρώτης κατηγωρίας, ορίζεται ως βάρος, των περιορισμών αυτών, ο συνολικός αριθμός περιορισμών που περιλαμβάνει το αρχείο εισόδου.

2. Στη δεύτερη κατηγορία ανήκουν οι δυαδικοί περιορισμοί που αφορούν τις θετικές ακμές του γράφου. Επειδή ο γράφος δεν είναι κατευθυνόμενος και εφόσον θέλουμε οι κόμβοι που συνδέονται με θετικές ακμές να ανήκουν στον ίδιο υπογράφο, χρησιμοποιούμε την λογική της διπλής συνεπαγωγής για κάθε ζεύγος κόμβων , μεταφράζοντας την φυσικά σε κανονική συζευκτική μορφή ,όπως απαιτεί ο επιλυτής.  Για τη μετάφραση τη δυπλής συνεπαγωγής δημιουργούμε μια δυάδα περιορισμών. Το πρώτο σκέλος αυτής της δυάδας είναι η συνεπαγωγή ότι εάν ο κόμβος Κ1 ανήκει στον υπογράφο Υ1 τότε και ο κόμβος Κ2 ,με τον οποίο συνδέονται με θετική ακμή, ανήκει στον υπογράφο Υ1. Η δυάδα ολοκληρώνεται με την συνεπαγωγή ότι εάν ο κόμβος Κ2 ανήκει στον υπογράφο Υ1 τότε και ο κόμβος Κ1  ανήκει στον υπογράφο Υ1.

3. Τέλος στην τρίτη κατηγορία ανήκουν οι δυαδικοί περιορισμοί που αφορούν τις αρνητικές ακμές του γράφου. Η μόνη διαφορά με του περιορισμούς της δεύτερης κατηγορίας είναι ότι σε αυτήν την περίπτωση επιθυμούμε οι δύο κόμβοι που συνδέονται με αρνητική ακμή να μην είναι στον ίδιο υπογράφω. Αναλογικά, λοιπόν, χρησιμοποιήθηκε η λογική της δυπλής συνεπαγωγής με την προσθήκη του λογικού κανόνα της άρνησης.


Αρχείο εισόδου για  Ν=9 , density=15%, possibility=60% και k=2
p wcnf 18 38 39

39 1 2 0

39 -1 -2 0

39 3 4 0

39 -3 -4 0

39 5 6 0

39 -5 -6 0

39 7 8 0

39 -7 -8 0

39 9 10 0

39 -9 -10 0

39 11 12 0

39 -11 -12 0

39 13 14 0

39 -13 -14 0

39 15 16 0

39 -15 -16 0

39 17 18 0

39 -17 -18 0

1 -3 -13 0

1 3 13 0

1 -4 -14 0

1 4 14 0

1 -5 13 0

1 5 -13 0

1 -6 14 0

1 6 -14 0

1 -7 11 0

1 7 -11 0

1 -8 12 0

1 8 -12 0

1 -7 17 0

1 7 -17 0

1 -8 18 0

1 8 -18 0

1 -13 17 0

1 13 -17 0

1 -14 18 0

1 14 -18 0

Όπως φαίνεται στην πρώτη γραμμή του αρχείου δημιουργήθηκαν 18 μεταβλητές και 38 περιορισμοί, το μέγιστο βάρος των οποίων είναι 39.

Έπειτα, με βάρος 39 βλέπουμε τους περιορισμούς πρώτης κατηγορίας. Πιο συγκεκριμένα μόνο μία εκ των μεταβλητών 1 και 2 δύναται να ισχύει καθώς αναφέρονται στον κόμβο 1. Αντίστοιχα, μόνο μία εκ των 3 και 4 μπορεί να έχει θετική τιμή καθώς αναφέρονται στον κόμβο 2.

Στη συνέχεια βλέπουμε του περιορισμούς τρίτης κατηγορίας:
1 -3 -13 0 , 1 3 13 0 , 1 -4 -14 0 και 1 4 14 0

Οι οποίοι επισημαίνουν την αρνητική ακμή μεταξύ του κόμβου 2 και του κόμβου 7.  

Τέλος, ακολουθούν οι περιορισμοί δεύτερης κατηγορίας, όπου υποδεικνύουν τις θετικές ακμές. Οι περιορισμοί: 1 -5 13 0, 1 5 -13 0, 1 -6 14 0 και 1 6 -14 0 αναφέρονται στην αρνητική ακμή μεταξύ του κόμβου 3 και του κόμβου 7.

3.3 Πειραματική Αξιολόγηση
3.3.1 Ανάλυση πειράματος

Για το συγκεκριμένο πείραμα εκτελέστηκε το πρόγραμμα kpartition.c με δεδομένα εισόδου Ν=30, density=20,30,40 και 50 , possibility=0,20,80,100 και k=2,4,6. Συνεπώς, από τα παραπάνω δημιουργούνται 72 συνδυασμοί καθένα από τους οποίους εκτελέστηκε και επιλύθηκε, αντίστοιχα, πέντε φορές, για σκοπούς ακεραιότητας. Με αυτό τον τρόπο μπορούμε να δούμε ποιους συνδυασμούς δύναται να επιλύσει ο επιλυτής qmaxsat14.07auto-glucose3 και σε πόσο χρόνο. Βασικός στόχος, όμως, του πειράματος είναι η συσχέτιση των παραμέτρων εισόδου με τον χρόνο αποπεράτωσης τη κάθε εκτέλεσης.  Κάθε εκτέλεση περιορίστηκε στα εξακόσια δευτερόλεπτα (600 sec).

3.3.2 Αποτελέσματα πειράματος

Δεν ολοκληρώθηκαν εντός του χρονικού ορίου των 600 δευτερολέπτων, συνεπώς δεν συμπεριλήφθηκαν στον πίνακα 4.1 οι παρακάτω 18 συνδυασμοί :
30 30 40 6, 30 30 60 4, 30 30 60 6, 30 40 0 4, 30 40 20 4, 30 40 20 6, 30 40 40 4,
30 40 40 6, 30 40 60 4, 30 40 60 6, 30 50 0 4, 30 50 0 6, 30 50 20 4, 30 50 20 6,
30 50 40 4, 30 50 40 6, 30 50 60 4 και 30 50 60 6
Αυτό είναι λογικό καθώς ο ακριβής διαχωρισμός, ενός γράφου 30 κόμβων ,σε 4 και 6 υπογράφους είναι αρκετά απίθανος, αναλογιζόμενοι τις τιμές της προσεγγιστικής πυκνότητας και τις τιμές της πιθανότητας θετικής ακμής. 

	Αριθμός Κόμβων
(Ν)
	Προσεγγιστική Πυκνότητα (density)
	Πιθανότητα  Θετικής Ακμής  (possibility )
	Αριθμός Υπογράφων (k)
	Μέσος Χρόνος Αποπεράτωσης (seconds)

	30
	20
	0
	2
	1,058

	30
	20
	0
	4
	0,493

	30
	20
	0
	6
	2,063

	30
	20
	20
	2
	0,736

	30
	20
	20
	4
	10,130

	30
	20
	20
	6
	10,496

	30
	20
	40
	2
	1,100

	30
	20
	40
	4
	12,746

	30
	20
	40
	6
	131,107

	30
	20
	60
	2
	0,594

	30
	20
	60
	4
	70,130

	30
	20
	60
	6
	203,274

	30
	20
	80
	2
	0,229

	30
	20
	80
	4
	2,459

	30
	20
	80
	6
	41,932

	30
	20
	100
	2
	0,736

	30
	20
	100
	4
	0,799

	30
	20
	100
	6
	0,863

	30
	30
	0
	2
	26,795

	30
	30
	0
	4
	36,978

	30
	30
	0
	6
	12,820

	30
	30
	20
	2
	5,703

	30
	30
	20
	4
	203,439

	30
	30
	20
	6
	413,326

	30
	30
	40
	2
	5,349

	30
	30
	40
	4
	476,969

	30
	30
	60
	2
	9,319

	30
	30
	80
	2
	79,427

	30
	30
	80
	4
	14,891

	30
	30
	80
	6
	161,140

	30
	30
	100
	2
	0,763

	30
	30
	100
	4
	0,828

	30
	30
	100
	6
	0,895

	30
	40
	0
	2
	74,525

	30
	40
	0
	6
	17,726

	30
	40
	20
	2
	49,952

	30
	40
	40
	2
	35,058

	30
	40
	60
	2
	36,800

	30
	40
	80
	2
	1,831

	30
	40
	80
	4
	76,679

	30
	40
	80
	6
	286,816

	30
	40
	100
	2
	0,334

	30
	40
	100
	4
	0,409

	30
	40
	100
	6
	0,489

	30
	50
	0
	2
	416,675

	30
	50
	20
	2
	216,739

	30
	50
	40
	2
	97,661

	30
	50
	60
	2
	155,703

	30
	50
	80
	2
	2,516

	30
	50
	80
	4
	54,894

	30
	50
	80
	6
	288,427

	30
	50
	100
	2
	0,768

	30
	50
	100
	4
	0,833

	30
	50
	100
	6
	0,905


Πίνακας 3.1. Στον πίνακα 3.1 φαίνονται αναλυτικά οι μέσοι χρόνοι εκτέλεσης και επίλυσης του κάθε συνδυασμού των παραμέτρων εισόδου.
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Διάγραμμα 3.1. Στο διάγραμμα 3.1 έχουμε στον οριζόντιο άξονα την Προσεγγιστική Πυκνότητα (density) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού.

Όπως ήταν αναμενόμενο, λόγο της μεγάλης ποσοστιαίας απόκλισης (30%), ο χρόνος αποπεράτωσης των εκτελέσεων για προσεγγιστική πυκνότητα ίση με 20% είναι  πολύ μικρότερος από τον αντίστοιχο χρόνο για προσεγγιστική πυκνότητα ίση με 50%.

Ενδιαφέρων παρουσιάζεται στη σύγκριση των μέσων χρόνων αποπεράτωσης για προσεγγιστική πυκνότητα 30% και 40% αντίστοιχα. Ο χρόνος για προσεγγιστική πυκνότητα ίση με 30% είναι μικρότερος από εκείνον για προσεγγιστική πυκνότητα ίση με 40%. 
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Διάγραμμα 3.2. Στο διάγραμμα 3.2 έχουμε στον οριζόντιο άξονα την Πιθανότητα Θετικής Ακμής( possibility ) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού. 

Συγκρίνοντας τις δύο ακραίες περιπτώσεις, δηλαδή Πιθανότητα Θετικής Ακμής ίση με 0% και 100% αντίστοιχα, παρατηρείται σημαντική βελτίωση χρόνου. Ακολούθως, αν εξετάσουμε ανά ζεύγη τις ενδιάμεσες περιπτώσεις, δηλαδή τις τιμές 20% και 40% με τις τιμές 60% και 80%, παρατηρούμε ανάλογη μείωση στο χρόνο αποπεράτωσης με αυτή των ακραίων περιπτώσεων. 
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Διάγραμμα 3.3

Στο διάγραμμα 3.3 έχουμε στον οριζόντιο άξονα τον Επιθυμητό Αριθμό Υπογράφων( k ) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού.

Συγκρίνοντας τους μέσους χρόνους αποπεράτωσης για τις τρείς εκτελέσεις με Επιθυμητό Αριθμό Υπογράφων 2, 4 και 6 αντίστοιχα, παρατηρούμε μία αναμενομένη αύξηση στο χρόνο αποπεράτωσης. 

3.3.3 Συμπεράσματα

Με βάση το διάγραμμα 3.3 μπορούμε με βεβαιότητα να συμπεράνουμε πως ο χρόνος εκτέλεσης και επίλυσης της κάθε περίπτωσης είναι ανάλογος του επιθυμητού αριθμού υποργράφων.

Όπως είδαμε και στον πίνακα 3.1 ο χρόνος αποπεράτωσης της κάθε εκτέλεσης σχετίζεται με τον συνδυασμό όλων των παραμέτρων εισόδου. Όμως, λόγο της φύσης του πειράματος, καθώς έγινε χρήση τυχαιοποιημένων γράφων οδηγούμαστε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, στα εξής συμπεράσματα: 

· Από το διάγραμμα 3.1 συμπεραίνουμε ότι η σχέση του χρόνου αποπεράτωσης με την προσεγγιστική πυκνότητα είναι ανάλογη. 

· Αντίστοιχα από το διάγραμμα 3.2 συμπεραίνουμε ότι ο χρόνος αποπεράτωσης είναι αντίστροφος ανάλογος με την πιθανότητα θετικής ακμής.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Το πρόβλημα διαμερισμού τυχαιοποιημένου θετικά μονοπολικού γράφου σε ισομερείς υπογράφους

4.1 Εισαγωγή στο πρόβλημα διαμερισμού τυχαιοποιημένου θετικά μονοπολικού γράφου σε ισομερείς υπογράφους

4.2 Μοντελοποίηση του προβλήματος σε Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα
4.2.1 Δημιουργία τυχαιοποιημένου θετικά μονοπολικού γράφου

4.2.2 Ανάλυση μεταβλητών μοντελοποίησης

4.2.3  Ανάλυση των περιορισμών του προβλήματος
4.3 Πειραματική Αξιολόγηση
4.3.1 Ανάλυση πειράματος

4.3.2 Αποτελέσματα πειράματος

4.3.3 Συμπεράσματα

4.1  Εισαγωγή στο πρόβλημα διαμερισμού τυχαιοποιημένου θετικά μονοπολικού γράφου σε ισομερείς υπογράφους
Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με την ανάλυση ενός σχετικά παρόμοιου προβλήματος με αυτό του κεφαλαίου 3. Όπως πριν έτσι και σε αυτή την περίπτωση έχουμε να κάνουμε με τυχαιοποιημένο γράφο με Ν κόμβους. Επί του προκειμένου, όμως, οι ακμές, του γράφου αυτού, έχουν μόνο θετικό βάρος. Αντίστοιχα, λοιπόν ,μια ακμή με θετικό βάρος υποδεικνύει την ύπαρξη συσχέτισης μεταξύ δύο κόμβων.
Η βασική διαφορά όμως με το προηγούμενο πρόβλημα έγκειται στο στόχο, ο οποίος είναι ο διαχωρισμός του γράφου σε k ισομερείς υπογράφους. Πιο συγκεκριμένα, θέλουμε οι υπογράφοι που θα προκύψουν να έχουν είτε ίσο αριθμό κόμβων μεταξύ τους, είτε ο αριθμός αυτός να απέχει κατά κάποια δεδομένη ποσότητα ισορροπίας (π.χ. δύο κόμβους διαφορά). Για την επίτευξη του παραπάνω πρέπει οι περιορισμοί που αφορούν τις ακμές να είναι ελαστικοί. Η ελαστικότητα  των περιορισμών αναλύεται στα υποκεφάλαια 3.2.2 και 3.2.3 .

Για k = 2 , έχουμε την βασική περίπτωση του προβλήματος η οποία είναι γνωστή ως πρόβλημα ελάχιστης διχοτόμησης  ( Minimum Bisection Problem ). 
4.2  Μοντελοποίηση του προβλήματος σε Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα
4.2.1  Δημιουργία τυχαιοποιημένου θετικά μονοπολικού γράφου

Όπως αναφέρεται και στην εισαγωγή αυτού του κεφαλαίου, για σκοπούς ακεραιότητας του πειράματος γίνεται χρήση τυχαιοποιημένου γράφου, η δημιουργία του οποίου αναλύεται παρακάτω. Αρχικά, κατά την εκτέλεση του προγράμματος ο χρήστης εισάγει τον αριθμό κόμβων ( Ν ) , την προσεγγιστική  πυκνότητα του γράφου ( density ) , τον επιθυμητό αριθμό υπογράφων ( k ) και τέλος την παράμετρο ισορροπίας ( e ) , στην οποία αναφερθήκαμε στο υποκεφάλαιο 2.3. Έπειτα, για την απεικόνιση του τυχαιοποιημένου γράφου γίνεται με χρήση του δυσδιάστατου πίνακα randomtable[N+1][N+1] του οποίου η πρώτη γραμμή, η πρώτη στήλη καθώς και η διαγώνιος συμπληρώνονται με 0.

Η πρώτη γραμμή και η πρώτη στήλη απεικονίζουν τον κόμβο 0. Αναλογικά με το προηγούμενο πρόβλημα και λόγο του ότι ο επιλυτής minisat+ δεν δύναται να αναγνωρίσει την μεταβλητή X0​, , ο κόμβος απαλείφεται συμπληρώνοντας την πρώτη γραμμή και την πρώτη στήλη με 0. Λόγο της παραπάνω απάλειψης αιτιολογούνται και οι διαστάσεις του πίνακα. Η διαγώνιος συμπληρώνεται και αυτή με μηδέν ( 0 ) καθώς δεν επιθυμούμε οι κόμβοι να είναι συνδεδεμένοι με τον εαυτό τους.

Ακολούθως, κάθε ζευγάρι κόμβων συνδέεται με θετική ακμή, εάν μία τυχαία τιμή δεν ξεπερνά την προσεγγιστική πυκνότητα του γράφου ( density ) , που δόθηκε από το χρήστη. Η απεικόνιση κάθε θετικής ακμής γίνεται συμπληρώνοντας την αντίστοιχη θέση του πίνακα randomtable με ένα (1).

Παράδειγμα γράφου για Ν=9 , density=20%, k=2 και e=0

1 <- 1 -> 5
Ο κόμβος 1 συνδέεται με τον κόμβο 5

2 <- 1 -> 3 
Ο κόμβος 2 συνδέεται με τον κόμβο 3

2 <- 1 -> 7 
Ο κόμβος 2 συνδέεται με τον κόμβο 7

3 <- 1 -> 6 
Ο κόμβος 3 συνδέεται με τον κόμβο 6

5 <- 1 -> 6 
Ο κόμβος 5 συνδέεται με τον κόμβο 6

5 <- 1 -> 8 
Ο κόμβος 5 συνδέεται με τον κόμβο 8

4.2.2  Ανάλυση μεταβλητών μοντελοποίησης
Η μοντελοποίηση του συγκεκριμένου προβλήματος έγινε με βάση τον επιλυτή minisat+, συνεπώς οι μεταβλητές είναι τύπου Boolean και αναπαρίστανται με τη μορφή Χi​. Όμως, λόγο της φύσης του προβλήματος, χρειάζονται τρείς κατηγορίες μεταβλητών. Συνεπώς, τόσο το πεδίο ορισμού του δείκτη i όσο και η σημασία των μεταβλητών θα προσδιοριστούν σε κάθε κατηγορία ξεχωριστά. 

Μεταβλητές υπογραφήματος:
Η πρώτη κατηγορία αφορά τις μεταβλητές συσχέτισης κόμβου με υπογράφο. Αναλογικά, λοιπόν, με το πρόβλημα που εξετάσαμε στο κεφάλαιο 3,για να μπορέσουν να αποθηκευτούν σωστά οι παραπάνω πληροφορίες, χρειαζόμαστε N*k μεταβλητές, όπου Ν ο αριθμός των κόμβων και k ο επιθυμητός αριθμός υπογράφων. Ο δείκτης i , που χρησιμοποιείται για την δημιουργία των μεταβλητών, ανήκει στο κλειστό διάστημα [1,Ν*(k+1)]. Κάθε μια από τις μεταβλητές αυτές υποδεικνύει το γεγονός ότι ένας κόμβος ανήκει ή όχι σε έναν υπογράφο.

Μεταβλητές ελαστικότητας:

Η δεύτερη κατηγορία αφορά τις μεταβλητές ελαστικότητας των περιορισμών που αναφέρονται στις ακμές. Όπως προαναφέρθηκε στο υποκεφάλαιο 4.1 ο στόχος αφορά την ισορροπία στον αριθμό κόμβων των υπογράφων. Θέλουμε, λοιπόν, να επιτρέπουμε στον επιλυτή την μη ικανοποίηση ενός ή περισσότερων από τους περιορισμούς που αφορούν τις ακμές, εφόσον φυσικά αυτό οδηγεί σε ισορροπία. Για το λόγο αυτό δημιουργούμε μία μεταβλητή ελαστικότητας για κάθε ακμή και την συμπεριλαμβάνουμε στον αντίστοιχο περιορισμό. 

Συνεπώς, ο δείκτης i , που χρησιμοποιείται για την δημιουργία των μεταβλητών, ανήκει στο κλειστό διάστημα [Ν*k+1,N*k+1+ pos_edge] , όπου pos_edge είναι ο αριθμός των θετικών ακμών. Τέλος, κάθε μία από τις μεταβλητές αυτής της κατηγορίας υποδεικνύει εάν σε οποιονδήποτε υπογράφο υπάρχει ή όχι η αντίστοιχη ακμή στην οποία αναφέρεται.
Μεταβλητές ελαστικότητας με κόστος:

Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν μόνο οι τρείς τελευταίες μεταβλητές Χt , Xf  και Χs , όπου t =N*k+1+ pos_edge+1 , f =N*k+1+ pos_edge+2 και s =N*k+1+ pos_edge +3. Το κόστος αφορά την ισορροπία καθώς οι μεταβλητές, αυτής της κατηγορίας, όταν πάρουν την τιμή  «αληθής» αυξάνουν την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων.
H Χt όταν είναι αληθής αυξάνει την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων κατά δύο (2) (2 επιπλέον κόμβους). Όταν η Xf  είναι αληθής αυξάνει την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων κατά τέσσερα (4) (4 περισσότερους κόμβους).Η Χs όταν πάρει την τιμή «αληθής» αυξάνει την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων κατά έξι (6) (6 επιπλέον κόμβους).
4.2.3  Ανάλυση των περιορισμών του προβλήματος
Η πρώτη γραμμή του αρχείου περιέχει πληροφορίες για να κατευθύνει τον επιλυτή. Έπειτα από τη ολοκλήρωση του τυχαιοποιημένου γράφου, όπως είδαμε στο υποκεφάλαιο 4.2.1, είμαστε σε θέση να γνωρίζουμε με ακρίβεια πόσες ακμές δημιουργήθηκαν. Συμπληρωματικά, από το υποκεφάλαιο 4.2.2, γνωρίζουμε τον ακριβή αριθμό παραμέτρων που χρειαζόμαστε για την δημιουργία περιορισμών. Κάνοντας χρήση , λοιπόν , των παραπάνω πληροφοριών καθώς και του αριθμού των κόμβων υπολογίζουμε και τον ακριβή αριθμό περιορισμών. Με αυτό τον τρόπο συμπληρώνεται η πρώτη γραμμή του αρχείου εισόδου.

Η δεύτερη γραμμή αποτελεί την αντικειμενική συνάρτηση ( objective function ), που επί του προκειμένου είναι η ελαχιστοποίηση του αθροίσματος των μεταβλητών δεύτερης και τρίτης κατηγορίας. Αναλυτικότερα, πολλαπλασιάζουμε τη μεταβλητή Χt με δύο ( 2*Χt  ) , τη μεταβλητή Xf με τέσσερα ( 4*Xf ) ,   και τη μεταβλητή Χs με έξι ( 6* Χs ).Με αυτό τον τρόπο καταλήγουμε στην παρακάτω μορφή:
min: 2* Χt +4* Xf +6* Χs +1*XΝ*k+1 +…+1*XΝ*k+1+pos_edge;

Κάθε επόμενη γραμμή περιέχει έναν περιορισμό. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα έχουμε τρείς κατηγορίες περιορισμών, οι οποίοι εμφανίζονται είτε σε μορφή εξίσωσης είτε σε μορφή ανισότητας ανάλογα με το σκοπό τους.

1. Περιορισμοί Συνάφειας ( Coherence Clauses )
 Στη κατηγορία αυτη ανήκουν οι περιορισμοί που αφορούν τις θετικές ακμές του γράφου. Επειδή ο γράφος δεν είναι κατευθυνόμενος και εφόσον θέλουμε οι κόμβοι, που συνδέονται με θετικές ακμές να ανήκουν στον ίδιο υπογράφο, χρησιμοποιούμε την λογική της διπλής συνεπαγωγής για κάθε ζεύγος κόμβων, μεταφράζοντας την φυσικά σε κανονική συζευκτική μορφή ,όπως απαιτεί ο επιλυτής. Για τη μετάφραση τη διπλής συνεπαγωγής δημιουργούμε μια δυάδα περιορισμών για κάθε ζεύγος μεταβλητών υπογραφήματος. 
Έστω, παραδείγματος χάρη, πως οι κόμβοι 1 και 2 συνδέονται με θετική ακμή και πως θέλουμε να διαμερίσουμε των αρχικό γράφο σε δύο μέρη. Συνεπώς, χρειάζονται δύο δυάδες περιορισμών για τη συσχέτιση των αντίστοιχων μεταβλητών υπογραφήματος. Το πρώτο σκέλος αυτής της πρώτης δυάδας είναι η συνεπαγωγή ότι εάν ο κόμβος Κ1 ανήκει στον υπογράφο Υ1 τότε και ο κόμβος Κ2 ,με τον οποίο συνδέονται με θετική ακμή, ανήκει στον υπογράφο Υ1. Η δυάδα συμπληρόνεται με την συνεπαγωγή ότι εάν ο κόμβος Κ2 ανήκει στον υπογράφο Υ1 τότε και ο κόμβος Κ1  ανήκει στον υπογράφο Υ1.
Αντίστοιχα, δημιουργείται και η δυάδα περιορισμών για τους κόμβους Κ1 και Κ2 αναφορικά με τον υπογράφο Υ2. Σε κάθε σκέλος της κάθε δυάδας προστίθεται η αντίστοιχη μεταβλητή δεύτερης κατηγορίας και δημιουργείται έτσι η τελική μορφή ανισότητας, με σκοπό την επίτευξη ελαστικότητας.

2. Περιορισμοί Μοναδικότητας 
Σε αυτήν την κατηγορία ανήκουν οι περιορισμοί που δηλώνουν ότι ένας κόμβος μπορεί να ανήκει σε έναν υποργάφο και μόνο. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να δημιουργούνται Ν περιορισμοί μοναδικότητας, ισάριθμοι δηλαδή με τον αριθμό των κόμβων του αρχικού γράφου. Η ικανοποίηση των  συγκεκριμένων περιορισμών είναι υψίστης σημασίας. Συνεπώς, οι κανονισμοί δεύτερης κατηγορίας εμφανίζονται σε μορφή εξίσωσης. 

3. Περιορισμοί Ισορροπίας
Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι περιορισμοί που εξασφαλίζουν την επιθυμητή ισορροπία μεταξύ του αριθμού των κόμβων που περιέχουν οι υπογράφοι. Συνεπώς δημιουργούνται k περιορισμοί ισορροπίας, ένας για κάθε υπογράφο. Εδώ γίνεται χρήση των μεταβλητών συσχέτισης κόμβου με υπογράφο (πρώτη κατηγορία) συνδυαστικά με τις μεταβλητές ισορροπίας. Οι περιορισμοί αυτοί εμφανίζονται σε μορφή ανισότητας για σκοπούς ελαστικότητας. Το δεύτερο μέρος της ανισότητας αποτελείεται από τον αριθμό Lmax, ο οποίος αποτελεί το άνω φράγμα χωρητικότητας του κάθε υπογράφου αναλογικά με την δεδομένη παράμετρο ισορροπίας ( e ), όπως είδαμε στο υποκεφάλαιο 2.3 .

Αρχείο εισόδου για Ν=9, density=20%, k=2 και e=0

*#variable=27 #constraint= 35;
min: 2*x25+4*x26+6*x27 +1*x19 +1*x20 +1*x21 +1*x22 +1*x23 +1*x24;
+1*x1 -1*x9 +1*x19 >=0;
+1*x9 -1*x1 +1*x19 >=0;
+1*x2 -1*x10 +1*x19 >=0;
+1*x10 -1*x2 +1*x19 >=0;
+1*x3 -1*x5 +1*x20 >=0;
+1*x5 -1*x3 +1*x20 >=0;
+1*x4 -1*x6 +1*x20 >=0;
+1*x6 -1*x4 +1*x20 >=0;
+1*x3 -1*x13 +1*x21 >=0;
+1*x13 -1*x3 +1*x21 >=0;
+1*x4 -1*x14 +1*x21 >=0;
+1*x14 -1*x4 +1*x21 >=0;
+1*x5 -1*x11 +1*x22 >=0;
+1*x11 -1*x5 +1*x22 >=0;
+1*x6 -1*x12 +1*x22 >=0;
+1*x12 -1*x6 +1*x22 >=0;
+1*x9 -1*x11 +1*x23 >=0;
+1*x11 -1*x9 +1*x23 >=0;
+1*x10 -1*x12 +1*x23 >=0;
+1*x12 -1*x10 +1*x23 >=0;
+1*x9 -1*x15 +1*x24 >=0;
+1*x15 -1*x9 +1*x24 >=0;
+1*x10 -1*x16 +1*x24 >=0;
+1*x16 -1*x10 +1*x24 >=0;
+1*x1 +1*x2 = 1 ;
+1*x3 +1*x4 = 1 ;
+1*x5 +1*x6 = 1 ;
+1*x7 +1*x8 = 1 ;
+1*x9 +1*x10 = 1 ;
+1*x11 +1*x12 = 1 ;
+1*x13 +1*x14 = 1 ;
+1*x15 +1*x16 = 1 ;
+1*x17 +1*x18 = 1 ;
+1*x1+1*x3+1*x5+1*x7+1*x9+1*x11+1*x13+1*x15 +1*x17-2*x25-4*x26-6*x27<=4;
+1*x2+1*x4+1*x6+1*x8+1*x10+1*x12+1*x14+1*x16+1*x18-2*x25-4*x26-6*x27<=4;

Όπως φαίνεται στην πρώτη γραμμή του αρχείου, δημιουργήθηκαν 27 μεταβλητές και 35 περιορισμοί. Ακολουθεί η δεύτερη γραμμή, στη οποία βλέπουμε την αντικειμενική συνάρτηση ( objective function ). Συγκεκριμένα, λοιπόν, ζητάμε από τον επιλυτή να ελαχιστοποιήσει το άθροισμα που αναπαρίσταται. 

Έπειτα ακολουθούν οι περιορισμοί συσχέτισης , ο οποίοι εμφανίζονται σε μορφή ανισότητας για να είναι ελαστικοί (soft), δηλαδή να δύναται ο επιλυτής να μην τους ικανοποιήσει. Η πρώτη τετράδα περιορισμών αναφέρεται στην ακμή μεταξύ του κόμβου 1 και του κόμβου 5 . Αναλυτικότερα οι περιορισμοί +1*x1 -1*x9 +1*x19 >=0; και +1*x9 -1*x1 +1*x19 >=0; αποτελούν την μετάφραση της διπλής συνεπαγωγής ότι ο κόμβος 1 ανήκει στην πρώτο υπογράφο εάν και μόνο εάν ο κόμβος 5 ανήκει και αυτός στον πρώτο υπογράφο. 

Αντίστοιχα οι περιορισμοί +1*x2 -1*x10 +1*x19 >=0; και +1*x10 -1*x2 +1*x19 >=0; αποτελούν την μετάφραση της διπλής συνεπαγωγής ότι ο κόμβος 1 ανήκει στον δεύτερο υπογράφο εάν και μόνο εάν ο κόμβος 5 ανήκει και αυτός στον δεύτερο υπογράφο. Με την προσθήκη της μεταβλητής x19 επιτρέπουμε στον επιλυτή να μην τοποθετήσει τους δύο κόμβους στον ίδιο υπογράφο, εάν αυτό οδηγεί στην επιθυμητή ισορροπία.

Στη συνέχεια ακολουθούν οι περιορισμοί μοναδικότητας, με μορφή ισότητας. Ο περιορισμός +1*x1+1*x2=1; δηλώνει ότι ο κόμβος 1 μπορεί να ανήκει είτε μόνο στον πρώτο είτε μόνο στον δεύτερο υπογράφο. Αντίστοιχα, ο περιορισμός  +1*x3 +1*x4 = 1 ; σημαίνει ότι ο κόμβος 2 δύναται να είτε μόνο στον πρώτο είτε μόνο στον δεύτερο υπογράφο.

Τέλος, στο αρχείο εμφανίζονται οι δύο περιορισμοί ισορροπίας σε μορφή ανισότητας, για σκοπούς ελαστικότητας. Αναλυτικότερα, ο περιορισμός 
+1*x1+1*x3+1*x5+1*x7+1*x9+1*x11+1*x13+1*x15 +1*x17-2*x25-4*x26-6*x27<=4; συνδυάζει τις μεταβλητές x1,x3,…,x17, που αναφέρονται στον πρώτο υπογράφο, με τις μεταβλητές ισορροπίας x25, x26 και x27 και τις συγκρίνει με την χωρητικότητα που θέλουμε να έχει ο κάθε υπογράφος. Αυτό συμβαίνει για να πετύχουμε το σκοπό του προβλήματος, δηλαδή την ισορροπία.
4.3 Πειραματική Αξιολόγηση
4.3.1 Ανάλυση πειράματος

Για το συγκεκριμένο πείραμα εκτελέστηκε το πρόγραμμα kpositive.c με δεδομένα εισόδου Ν=25 , density=10,20 και 30, k=2,4 και 6 και e=0,2,4. Έπειτα, έγινε επανεκτέλεση του πειράματος με δεδομένα εισόδου Ν=35 , density=10,20 και 30, k=2,4 και 6 και e=2,4,6. Πέρα από τον αριθμό κόμβων που αυξήθηκε, τροποποιήθηκε και η ποσότητα ισορροπίας. Συνεπώς, με βάση τα παραπάνω δημιουργούνται 47 συνδυασμοί καθένα από τους οποίους εκτελέστηκε και επιλύθηκε, αντίστοιχα, πέντε φορές, για σκοπούς ακεραιότητας. Με αυτό τον τρόπο μπορούμε να δούμε ποιους συνδυασμούς δύναται να επιλύσει ο επιλυτής minisat+ και σε πόσο χρόνο. Βασικός στόχος όμως του πειράματος είναι η συσχέτιση των παραμέτρων εισόδου με τον χρόνο αποπεράτωσης της κάθε εκτέλεσης. Κάθε εκτέλεση περιορίστηκε στα χίλια οκτακόσι  δευτερόλεπτα (1800 sec),δηλαδή 30 λεπτά.

4.3.2 Αποτελέσματα πειράματος

	Αριθμός Κόμβων (N)
	Προσεγγιστική Πυκνότητα (density)
	Αριθμός Υπογράφων (k)
	Παράμετρος Ισορροπίας (e) 
	Αριθμός Εκτέλεσης 
	Χρόνος Αποπεράτωσης (seconds)

	25
	30
	6
	0
	1
	1519,22

	25
	30
	6
	0
	2
	> 1800

	25
	30
	6
	0
	3
	> 1800

	25
	30
	6
	0
	4
	1627

	25
	30
	6
	0
	5
	> 1800

	35
	20
	6
	2
	1
	> 1800

	35
	20
	6
	2
	2
	> 1800

	35
	20
	6
	

2
	3
	> 1800

	35
	20
	6
	2
	4
	> 1800

	35
	20
	6
	2
	5
	> 1800

	35
	30
	6
	2
	1
	> 1800

	35
	30
	6
	2
	2
	> 1800

	35
	30
	6
	2
	3
	> 1800

	35
	30
	6
	2
	4
	> 1800

	35
	30
	6
	2
	5
	> 1800


Πίνακας 4.1. Εκτελέσεις που δεν ολοκληρώθηκαν εντός χρόνου

Στον Πίνακα 4.1 βλέπουμε ότι για Ν=25, density=30 ,k=6 και e=0 ολοκληρόντονται μόνο δύο από τις πέντε εκτελέσεις. Αυτό μας οδήγησε και στην τροποποίηση της ποσότητας ισορροπίας, που αναφέραμε στο υποκεφάλαιο 4.3.1. Ακόμη, παρατηρούμε ότι για Ν=35, density=30 ,k=6 και e=2 δεν ολοκληρώνεται καμία από τις πέντε εκτελέσης.

	Αριθμός Κόμβων (N)
	Προσεγγιστική Πυκνότητα (density)
	Αριθμός Υπογράφων (k)
	Παράμετρος Ισορροπίας (e) 
	Μέσος Χρόνος Αποπεράτωσης (seconds)

	25
	10
	2
	0
	0,0860

	25
	10
	2
	2
	
0,0004

	25
	10
	2
	4
	0,0004

	25
	10
	4
	0
	2,5442

	25
	10
	4
	2
	0,0090

	25
	10
	4
	4
	0,0008

	25
	10
	6
	0
	17,0942

	25
	10
	6
	2
	6,9024

	25
	10
	6
	4
	0,3174

	25
	20
	2
	0
	1,1150

	25
	20
	2
	2
	0,0004

	25
	20
	2
	4
	0,0008

	25
	20
	4
	0
	42,5664

	25
	20
	4
	2
	1,4346

	25
	20
	4
	4
	0,0016

	25
	20
	6
	0
	808,2292

	25
	20
	6
	2
	27,3350

	25
	20
	6
	4
	13,9749

	25
	30
	2
	0
	0,9067

	25
	30
	2
	2
	0,0008

	25
	30
	2
	4
	0,0006

	25
	30
	4
	0
	949,9836

	25
	30
	4
	2
	1,5540

	25
	30
	4
	4
	0,0022

	25
	30
	6
	2
	30,6000

	25
	30
	6
	4
	5,2410


    Πίνακας 4.2 Εκτελέσεις για Ν=25 που ολοκληρώθηκαν επιτυχώς.
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Διάγραμμα 4.1. Βλέπουμε στον οριζόντιο άξονα την Προσεγγιστική Πυκνότητα (density) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού εκτελέσεων για Ν=25.

Όπως ήταν αναμενόμενο, ο χρόνος αποπεράτωσης αυξάνεται όσο αυξάνεται η προσεγγιστική πυκνότητα του γράφου.
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Διάγραμμα 4.2. Βλέπουμε στον οριζόντιο άξονα τον Επιθυμητό Αριθμό Υπογράφων( k ) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού εκτελέσεων για Ν=25.

Συγκρίνοντας τους μέσους χρόνους αποπεράτωσης για όλους τους συνδιασμούς με Επιθυμητό Αριθμό Υπογράφων 2, 4 και 6 αντίστοιχα, παρατηρούμε μία αναμενομένη αύξηση στο χρόνο εκτέλεσης. 
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Διάγραμμα 4.3. Βλέπουμε στον οριζόντιο άξονα την ποσότητα ισορροπίας( e ) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού εκτελέσεων για Ν=25.

Στο διάγραμμα 4.3 παρατηρούμε ότι ο χρόνος αποπεράτωσης μειώνεται καθώς αυξάνεται ποσότητα ισορροπίας( e ). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η αξιοσημείωτη διαφορά του χρόνου εκτέλεσης και επίλυσης μεταξύ των εκτελέσεων που αφορούν τις τιμές 0 και 2 της ποσότητα ισορροπίας( e ). Αυτό ήταν αναμενόμενο αν αναλογιστούμε στην φύση την ποσότητας αυτής, η οποία όσο αυξάνεται επιτρέπει στον υπογράφους να έχουν μεταξύ τους μεγαλύτερη διαφορά κόμβων, τους οποίους περιέχουν.
	Αριθμός Κόμβων 
(N)
	Προσεγγιστική Πυκνότητα (density)
	Αριθμός Υπογράφων (k)
	Παράμετρος Ισορροπίας (e)
	Μέσος Χρόνος Αποπεράτωσης (seconds)

	35
	10
	2
	2
	0,0008

	35
	10
	2
	4
	0, 0004

	35
	10
	4
	2
	1,8583

	35
	10
	4
	4
	0,0020

	35
	10
	6
	2
	107,5828

	35
	10
	6
	4
	13,3618

	35
	20
	2
	2
	0,0014

	35
	20
	2
	4
	0,0014

	35
	20
	4
	2
	2,0195

	35
	20
	4
	4
	0,0022

	35
	30
	2
	2
	0,0014

	35
	30
	2
	4
	0,0020

	35
	30
	2
	6
	0,0020

	35
	30
	4
	2
	2,0101

	35
	30
	4
	4
	0,0040

	35
	30
	4
	6
	0,0040

	35
	30
	6
	4
	18,5166

	35
	30
	6
	6
	0,0060


Πίνακας 4.3 Εκτελέσεις για Ν=35 που ολοκληρώθηκαν επιτυχώς.
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Διάγραμμα 4.4. Βλέπουμε στον οριζόντιο άξονα την Προσεγγιστική Πυκνότητα (density) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού εκτελέσεων για Ν=35.

Στο διάγραμμα 4.4 παρατηρούμε την αναμενόμενη αύξηση του χρόνου αποπεράτωσης ανάμεσα στις εκτελέσεις που αφορούν Προσεγγιστική Πυκνότητα ίση με 20 και 30 αντίστοιχα. Όμως , ο χρόνος που αφορά τους συνδυασμούς για Προσεγγιστική Πυκνότητα ίση με 10 είναι σημαντικά μεγαλύτερος. 
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Διάγραμμα 4.5. Βλέπουμε στον οριζόντιο άξονα τον Επιθυμητό Αριθμό Υπογράφων( k ) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού εκτελέσεων για Ν=35.

Στο διάγραμμα 4.5 παρατηρούμε την αναμενόμενη αύξηση του χρόνου εκτέλεσης και επίλυσης καθώς αυξάνεται ο Επιθυμητός Αριθμός Υπογράφων( k ).
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Διάγραμμα 4.6. Βλέπουμε στον οριζόντιο άξονα την ποσότητα ισορροπίας ( e ) και στον κάθετο άξονα τον μέσο χρόνο αποπεράτωσης κάθε συνδυασμού εκτελέσεων για Ν=35

Στο διάγραμμα 4.6 παρατηρούμε ότι ο χρόνος αποπεράτωσης μειώνεται σημαντικά κατά της αύξηση της ποσότητα ισορροπίας ( e ), όπως είναι αναμενόμενο.
4.3.3 Συμπεράσματα

Με βάση τα διαγράμματα 4.1 και 4.4 συμπεραίνουμε ότι ο χρόνος αποπεράτωσης είναι ανάλογος της προσεγγιστικής πυκνότητας του γράφου, όμως λόγο του γραφήματος 4.4 μπορούμε να οδηγηθούμε και στο συμπέρασμα ότι πολύ χαμηλή προσεγγιστική πυκνότητα σε συνδυασμό με μεγάλο αριθμώ κόμβων συνεπάγεται πολύ μεγάλο χρόνο εκτέλεσης. 
Από τα διαγράμματα 4.2 και 4.5 μπορούμε με βεβαιότητα να συμπεράνουμε πως ο χρόνος αποπεράτωσης της κάθε περίπτωσης είναι ανάλογος του επιθυμητού αριθμού υποργράφων (k). Τα διαγράμματα 4.3 και 4.6 οδηγούν στο συμπέρασμα πως η ποσότητα ισορροπίας ( e ) είναι αντιστρόφως ανάλογη με το χρόνο επίλυσης των εκτελέσεων.

Τέλος , τόσο από τα διαγράμματα 4.3 και 4.6 όσο και από τον πίνακα 4.1 συμπεραίνουμε ότι όσο προσεγγίζουμε την επίτευξη της απόλυτης ισορροπίας τόσο αυξάνεται και ο χρόνος αποπεράτωσης.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Διαχωρισμός τυχαιοποιημένου πλήρη γράφου σε k υπογράφους

5.1 Εισαγωγή στο πρόβλημα διαχωρισμού τυχαιοποιημένου πλήρη γράφου σε k υπογράφους

5.2 Μοντελοποίηση του προβλήματος σε Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα

5.2.1 Δημιουργία πλήρη γράφου με τυχαιοποιημένα βάρη.

5.2.2 Ανάλυση μεταβλητών μοντελοποίησης

5.2.3  Ανάλυση των περιορισμών του αρχείου εισόδου για τον επιλυτή. 

5.1 Εισαγωγή στο πρόβλημα διαμερισμού τυχαιοποιημένου πλήρη γράφου σε υπογράφους


Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με την ανάλυση ενός προβλήματος που αποτελεί επέκταση του προβλήματος του κεφαλαίου 4. Αντίστοιχα με τα κεφάλαια 3 και 4 ο τυχαιοποιημένος γράφος που καλείτε να διαμερίσει το συγκεκριμένο πρόβλημα είναι και πάλι Ν κόμβων με μόνο θετικά βάρη στις ακμές. Σε αυτή την περίπτωση ο γράφος, που θέλουμε να διασπάσουμε σε k υπογράφους, είναι πλήρης και τα βάρη των ακμών του μπορούν να πάρουν τυχαιοποιημένες τιμές από το κλειστό διάστημα φυσικών αριθμών [1,10]. 

Στόχος του προβλήματος είναι και πάλι ο διαχωρισμός του γράφου σε k ισομερείς υπογράφους, με βάση την ισορροπία που αναλύσαμε στο υποκεφάλαιο 2.3. Για την επίτευξη του παραπάνω πρέπει οι περιορισμοί που αφορούν τις ακμές να είναι ελαστικοί. Η ελαστικότητα  των περιορισμών αναλύεται στο υποκεφάλαιο 5.2.2, όπου αναλύονται οι μεταβλητές, και στο υποκεφάλαιο 5.2.3,όπου αναλύονται η περιορισμοί. 

Για k = 2 , έχουμε την βασική περίπτωση του προβλήματος, η οποία είναι αντίστοιχη του προβλήματος ελάχιστης διχοτόμησης  ( Minimum Bisection Problem ),που όμως θα εφαρμόσουμε σε πλήρη γράφο. 

5.2  Μοντελοποίηση του προβλήματος σε Προτασιακή Ικανοποιησιμότητα

5.2.1  Δημιουργία πλήρη γράφου με τυχαιοποιημένα βάρη

Δεδομένων του αριθμού κόμβων ( Ν ) , του επιθυμητού αριθμού υπογράφων ( k ) και τέλος της παραμέτρου ισορροπίας ( e ) , στην οποία αναφερθήκαμε και στο υποκεφάλαιο 3.3, δημιουργείται ο πλήρης γράφος με τυχαιοποιημένα βάρη. Αναλυτικότερα, η απεικόνιση του γράφου γίνεται κάνοντας χρήση ενός δυσδιάστατου πίνακα randomtable[N+1][N+1] του οποίου η πρώτη γραμμή καθώς και η πρώτη στήλη συμπληρώνονται με 0,για σκοπούς απαλοιφής του κόμβου 0,όπως αναλύσαμε και στα υποκαιφάλαια 4.2.1 και 4.2.1. 

Επίσης, εφόσον και σε αυτό το πρόβλημα δεν επιθυμούμε την σύνδεση κόμβων με τον εαυτό του, η διαγώνιος συμπληρώνεται και αυτή με μηδέν ( 0 ). Στη συνέχεια, κάθε δυνατό ζευγάρι κόμβων συνδέεται με θετική ακμή, αφού η φύση του προβλήματος επιζητά έναν πλήρη γράφο. Η τιμή του βάρους κάθε ακμής καθορίζεται με βάση την επιλογή ενός τυχαίου φυσικού αριθμού μεταξύ του 1 και του 10. Μία ακμή με βάρος 1 υποδηλώνει την ελάχιστη δυνατή συνάφεια ανάμεσα στους κόμβους τους οποίους συνδέει. 

Συνεπώς, όσο αυξάνεται το βάρος της ακμής τόσο αυξάνεται και συνάφεια των κόμβων αντίστοιχα. Η απεικόνιση κάθε θετικής ακμής γίνεται συμπληρώνοντας την αντίστοιχη θέση του πίνακα randomtable με την τιμή που αντιστοιχεί στη συνάφεια που αναλύσαμε παραπάνω.
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     Σχήμα 5.1 Πλήρης Γράφος για Ν=5

5.2.2  Ανάλυση μεταβλητών μοντελοποίησης

Η μοντελοποίηση του συγκεκριμένου προβλήματος είναι ανάλογη με εκείνη του προβλήματος που αναλύσαμε στο κεφάλαιο 4,συνεπώς οι μεταβλητές είναι πάλι τύπου Boolean και αναπαρίστανται με τη μορφή Χi​ ​. Αντίστοιχα, λοιπόν, με το πρόβλημα του διαχωρισμού τυχαιοποιημένου θετικά μονοπολικού γράφου σε k ισομερείς υπογράφους γίνεται χρήση τριών ειδών μεταβλητών.

1. Μεταβλητές Συσχέτισης κόμβου με υπογράφο.

Σε αυτήν την κατηγορία ανήκουν οι μεταβλητές Χi,οι οποίες υποδεικνύουν το γεγονός ότι ένας κόμβος ανήκει ή όχι σε έναν υπογράφο. Για να συσχετιστεί μοναδικά κάθε κόμβος του πλήρη γράφου με κάθε υπογράφο χρειαζόμαστε N*k από αυτές τις μεταβλητές, όπου Ν ο αριθμός των κόμβων και k ο επιθυμητός αριθμός υπογράφων.

2. Μεταβλητές ελαστικότητας ακμών.

Η κατηγορία αυτή αφορά τις μεταβλητές που χρησιμοποιούμε για να κάνουμε ελαστικούς τους περιορισμούς που αφορούν τις ακμές. Κάθε μία από τις μεταβλητές αυτής της κατηγορίας υποδεικνύει εάν σε οποιονδήποτε υπογράφο υπάρχει ή όχι η αντίστοιχη ακμή στην οποία αναφέρεται. Χρειαζόμαστε, λοιπόν, μία μεταβλητή Χi δεύτερης κατηγορίας για κάθε περιορισμό ακμής, συνεπώς ο δείκτης i ανήκει στο κλειστό διάστημα [Ν*k+1,N*k+1+ edge] , όπου edge είναι ο αριθμός των ακμών. 

3. Μεταβλητές Ισορροπίας.

 Η κατηγορία αυτή αφορά τις τρείς τελευταίες μεταβλητές Χt , Xf  και Χs , όπου t =N*k+1+ edge+1 , f =N*k+1+ edge+2 και s =N*k+1+ edge +3.
H Χt όταν είναι αληθής αυξάνει την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων κατά δύο (2) (2 επιπλέον κόμβους). Όταν η Xf  είναι αληθής αυξάνει την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων κατά τέσσερα (4) (4 περισσότερους κόμβους).Η Χs όταν πάρει την τιμή «αληθής» αυξάνει την επιτρεπτή διαφορά μεταξύ των αριθμών κόμβων των υπογράφων κατά έξι (6) (6 επιπλέον κόμβους).
5.2.3  Ανάλυση των περιορισμών του προβλήματος

Εφόσον ο γράφος που δημιουργήσαμε είναι πλήρης, γνωρίζουμε με ακρίβεια πόσες ακμές δημιουργήθηκαν. Γνωρίζουμε επίσης, όπως είδαμε στο υποκεφάλαιο 6.2.2 , τον αριθμό παραμέτρων που χρειάζονται για την δημιουργία των περιορισμών, συνεπώς μπορούμε να υπολογίσουμε και τον ακριβή αριθμό περιορισμό που απαιτούνται για την αναπαράσταση του προβλήματος. Με αυτό τον τρόπο συμπληρώνεται η πρώτη γραμμή του αρχείου εισόδου για τον επιλυτή minisat+.

Στην δεύτερη γραμμή του αρχείου τοποθετείται η αντικειμενική συνάρτηση ( objective function ). Το πρόβλημα πραγματεύεται τον διαχωρισμό γράφου με βάρη, με σκοπό την διατήρηση των ακμών που αναλογούν σε μεγαλύτερη συνάφεια μεταξύ των κόμβων. Αρχικά πολλαπλασιάζουμε την κάθε μεταβλητή ελαστικότητας ακμής με τον αντίστοιχο  αριθμό του βάρους της ακμής. Παραδείγματος χάρη, εάν υποθέσουμε ότι η μεταβλητή Χ19 αναφέρεται σε μια ακμή με βάρος 2 τότε θα την πολλαπλασιάσουμε με 2. Αντίστοιχα εάν η μεταβλητή Χ25 αναφέρεται σε μια ακμή με βάρος 10 τότε θα την πολλαπλασιάσουμε με 10. Αφού δημιουργήσουμε μια σχέση με το άθροισμα των αρνητικών των παραπάνω, έχουμε τη συνάρτηση που αναλογεί στη μέγιστη δυνατή συνάφεια. Στη συνέχεια συνδυάζουμε τις μεταβλητές ισορροπίας με τα παραπάνω, όπως είδαμε και στο προηγούμενο κεφάλαιο. Με αυτό τον τρόπο καταλήγουμε σε συνάρτηση με μορφή :
min: 2* Χt  +4* Xf  +6* Χs -2*X19 -…-10*Χ25.
Κάθε επόμενη γραμμή του αρχείου εισόδου περιέχει έναν περιορισμό. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα έχουμε τρείς κατηγορίες περιορισμών.

Περιορισμοί Συνάφειας

Στη κατηγορία αυτή ανήκουν οι περιορισμοί συνάφειας για την δημιουργία των οποίων γίνεται χρήση της λογικής της διπλής συνεπαγωγής, εφόσον θέλουμε οι κόμβοι που συνδέονται με θετικές ακμές να ανήκουν στον ίδιο υπογράφο. Η μετάφραση της συνεπαγωγής είναι ανάλογη με εκείνης που αναλύσαμε στο υποκεφάλαιο 4.2.3. Κατ’ επέκταση και η δομή των περιορισμών πρώτης κατηγορίας είναι ίδια με εκείνη των περιορισμών συνάφειας του υποκεφαλαίου 4.2.3.

Περιορισμοί Μοναδικότητας

Σε αυτήν την κατηγορία ανήκουν οι περιορισμοί που εμφανίζονται με μορφή ισοδυναμίας, καθώς η ικανοποίηση του είναι απαραίτητη. Οι περιορισμοί αυτοί εξασφαλίζουν το γεγονός ότι ένας κόμβος μπορεί να ανήκει σε έναν υποργάφο και μόνο. Συνεπώς, δημιουργούνται Ν περιορισμοί πρώτης κατηγορίας.

Περιορισμοί Ισορροπίας

Στην κατηγορία αυτή ανήκουν οι περιορισμοί εκείνοι που οριοθετούν το άνω φράγμα χωρητικότητας του κάθε υπογράφου με βάση την ποσότητα ισορροπίας όπως είδαμε στο υποκεφάλαιο 2.3. Για να γίνουν ελαστικοί, οι εν λόγο περιορισμοί εμφανίζονται με μορφή ανισότητας και εμπεριέχουν τις μεταβλητές ισορροπίας σε μορφή αντίστοιχη με εκείνη των περιορισμών ελαστικότητας με κόστος που αναλύσαμε στο υποκεφάλαιο 4.2.3

Αρχείο εισόδου για Ν=4, k=2 και e=0

*#variable=23 #constraint= 47;

min: +2*x21 +4*x22 +6*x23 -7*x11 -10*x12 -2*x13 -8*x14 -10*x15 -6*x16 -4*x17 -3*x18 -1*x19 -1*x20;

+1*x1 -1*x3 +1*x11 >=0;

+1*x3 -1*x1 +1*x11 >=0;

+1*x2 -1*x4 +1*x11 >=0;

+1*x4 -1*x2 +1*x11 >=0;

+1*x1 -1*x5 +1*x12 >=0;

+1*x5 -1*x1 +1*x12 >=0;

+1*x2 -1*x6 +1*x12 >=0;

+1*x6 -1*x2 +1*x12 >=0;

+1*x1 -1*x7 +1*x13 >=0;

+1*x7 -1*x1 +1*x13 >=0;

+1*x2 -1*x8 +1*x13 >=0;

+1*x8 -1*x2 +1*x13 >=0;

+1*x1 -1*x9 +1*x14 >=0;

+1*x9 -1*x1 +1*x14 >=0;

+1*x2 -1*x10 +1*x14 >=0;

+1*x10 -1*x2 +1*x14 >=0;

+1*x3 -1*x5 +1*x15 >=0;

+1*x5 -1*x3 +1*x15 >=0;

+1*x4 -1*x6 +1*x15 >=0;

+1*x6 -1*x4 +1*x15 >=0;

+1*x3 -1*x7 +1*x16 >=0;

+1*x7 -1*x3 +1*x16 >=0;

+1*x4 -1*x8 +1*x16 >=0;

+1*x8 -1*x4 +1*x16 >=0;

+1*x3 -1*x9 +1*x17 >=0;

+1*x9 -1*x3 +1*x17 >=0;

+1*x4 -1*x10 +1*x17 >=0;

+1*x10 -1*x4 +1*x17 >=0;

+1*x5 -1*x7 +1*x18 >=0;

+1*x7 -1*x5 +1*x18 >=0;

+1*x6 -1*x8 +1*x18 >=0;

+1*x8 -1*x6 +1*x18 >=0;

+1*x5 -1*x9 +1*x19 >=0;

+1*x9 -1*x5 +1*x19 >=0;

+1*x6 -1*x10 +1*x19 >=0;

+1*x10 -1*x6 +1*x19 >=0;

+1*x7 -1*x9 +1*x20 >=0;

+1*x9 -1*x7 +1*x20 >=0;

+1*x8 -1*x10 +1*x20 >=0;

+1*x10 -1*x8 +1*x20 >=0;

+1*x9 -1*x11 +1*x21 >=0;

+1*x11 -1*x9 +1*x21 >=0;

+1*x10 -1*x12 +1*x21 >=0;

+1*x12 -1*x10 +1*x21 >=0;

+1*x1 +1*x2 = 1 ;

+1*x3 +1*x4 = 1 ;

+1*x5 +1*x6 = 1 ;

+1*x7 +1*x8 = 1 ;

+1*x9 +1*x10 = 1 ;

+1*x1 +1*x3 +1*x5 +1*x7 +1*x9 -2*x21 -4*x22 -6*x23  <= 2 ;

+1*x2 +1*x4 +1*x6 +1*x8 +1*x10 -2*x21 -4*x22 -6*x23  <= 2 ;

Όπως φαίνεται στην πρώτη γραμμή του αρχείου, δημιουργήθηκαν 23 μεταβλητές και 47  περιορισμοί. Ακολουθεί η δεύτερη γραμμή, στη οποία βλέπουμε την αντικειμενική συνάρτηση ( objective function ). Συγκεκριμένα, λοιπόν, ζητάμε από τον επιλυτή να ελαχιστοποιεί το άθροισμα που αναπαρίσταται. Δηλαδή, min: +2*x21 +4*x22 +6*x23 -7*x11 -10*x12 -2*x13 -8*x14 -10*x15 -6*x16 -4*x17 -3*x18 -1*x19 -1*x20;
Έπειτα ακολουθούν οι περιορισμοί συνάφειας , ο οποίοι, για να είναι ελαστικοί (soft) εμφανίζονται σε μορφή ανισότητας. Η πρώτη τετράδα περιορισμών αναφέρεται στην ακμή μεταξύ του κόμβου 1 και του κόμβου 2 . 

Αναλυτικότερα οι περιορισμοί +1*x1 -1*x3 +1*x11 >=0; και +1*x3 -1*x1 +1*x11 >=0;

αποτελούν την μετάφραση της διπλής συνεπαγωγής ότι ο κόμβος 1 ανήκει στην πρώτο υπογράφο εάν και μόνο εάν ο κόμβος 2 ανήκει και αυτός στον πρώτο υπογράφο. 

Αντίστοιχα οι περιορισμοί +1*x2 -1*x4 +1*x11 >=0; και +1*x4 -1*x2 +1*x11 >=0;

αποτελούν την μετάφραση της διπλής συνεπαγωγής ότι ο κόμβος 1 ανήκει στον δεύτερο υπογράφο εάν και μόνο εάν ο κόμβος 2 ανήκει και αυτός στον δεύτερο υπογράφο. Με την προσθήκη της μεταβλητής x11 επιτρέπουμε στον επιλυτή να μην τοποθετήσει τους δύο κόμβους στον ίδιο υπογράφο, εάν αυτό οδηγεί στην επιθυμητή ισορροπία.

Στη συνέχεια ακολουθούν οι περιορισμοί μοναδικότητας, με μορφή ισότητας. Ο περιορισμός +1*x1+1*x2=1; δηλώνει ότι ο κόμβος 1 μπορεί να ανήκει είτε μόνο στον πρώτο είτε μόνο στον δεύτερο υπογράφο. Αντίστοιχα, ο περιορισμός  +1*x3 +1*x4 = 1 ; σημαίνει ότι ο κόμβος 2 δύναται να ανήκει είτε μόνο στον πρώτο είτε μόνο στον δεύτερο υπογράφο.

Τέλος, στο αρχείο εμφανίζονται οι δύο περιορισμοί ισορροπίας Αναλυτικότερα, ο περιορισμός +1*x1 +1*x3 +1*x5 +1*x7 +1*x9 -2*x21 -4*x22 -6*x23  <= 2 ;

συνδυάζει τις μεταβλητές x1,x3,…,x9, που αναφέρονται στον πρώτο υπογράφο, με τις μεταβλητές ισορροπίας x21, x22 και x23 και τις συγκρίνει με την χωρητικότητα που θέλουμε να έχει ο κάθε υπογράφος. Οι μεταβλητές ισορροπίας προσθέτουν ελαστικότητα στον περιορισμό καθώς επιτρέπουν την απόκλιση του αριθμού κόμβων μεταξύ των υπογράφων κατά 2, 4 και 6 αντίστοιχα .
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Συμπεράσματα

6.1 Γενικά συμπεράσματα 

6.2 Μελλοντικές επεκτάσεις


6.1 Γενικά συμπεράσματα 

Με βάση τα κεφάλαια 3 και 4 μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ο χρόνος αποπεράτωσης είναι ανάλογος της πυκνότητας του γράφου. Ο διαχωρισμός ενός πυκνού γράφου συνεπώς είναι πιο απαιτητικός. Στις ακραίες περιπτώσεις που αναφερόμαστε σε γράφο με μεγάλο αριθμό κόμβων και μικρή πυκνότητα ενδέχεται το εκάστοτε πρόβλημα να μην επιδέχεται λύση.

Αναλογικά με τις επιδόσεις των επιλυτών που χρησιμοποιήθηκαν προκύπτει το συμπέρασμα ότι ο επιλυτής qmaxSAT δεν δύναται να επεξεργαστεί τόσο μεγάλους αριθμούς κόμβων για την επίλυση του προβλήματος διαχωρισμού γράφου. Λόγω μικρής έκτασης του πειράματος για το πρόβλημα του κεφαλαίου 3, μπορούμε να εκτιμήσουμε προσεγγιστικά ότι ο επιλυτής qmaxSAT ανταποκρίνεται μέχρι και τους τριάντα (30) κόμβους με σχετικά μικρές πυκνότητες ( κάτω από 60% ) , έτσι ώστε να επιλύσει, σε αποδεκτό χρόνο, τέτοιου είδους προβλήματα. Ο επιλυτής minisat+ φάνηκε να έχει μεγαλύτερες δυνατότητες. Προσεγγιστικά και πάλι λόγο μικρής έκτασης του πειράματος υπολογίζουμε ότι μια χρονικά αποδεκτή επίλυση μπορεί να δοθεί για αριθμό κόμβων 40, για πυκνότητες χαμηλότερες του 70%.

Βλέπουμε, λοιπόν, πως παρά το γεγονός ότι η μοντελοποίηση την οποία κλήθηκε να επιλύσει ο επιλυτής minisat ήταν πιο απαιτητική από εκείνη του qmaxSAT είχαμε καλύτερα αποτελέσματα.   

6.2 Μελλοντικές επεκτάσεις

Ως μελλοντικές επεκτάσεις προτείνουμε τα εξής :

· Επανεκτέλεση των πειραμάτων που αναλύθηκαν στα κεφάλαια 3 και 4 για περισσότερες τιμές αναφορικά με τα δεδομένα εισόδου. Για επίτευξη μεγαλύτερης αξιοπιστίας του πειράματος θεμιτό θα ήταν να εκτελεστούν όλοι οι συνδυασμοί δεδομένων εισόδου περισσότερες φορές, τουλάχιστον 10. Τέλος, ενδιαφέρον θα παρουσίαζε η επίλυση με διαφορετικούς επιλυτες για σύγκριση τόσο χρόνων αποπεράτωσης όσο και  αποτελεσμάτων αναφορικά με το διαχωρισμό
· Εναλλακτική υλοποίηση του προβλήματος του κεφαλαίου 5 αναφορικά με την συνάρτηση. Η εναλλαγή στη συνάρτηση στόχου αφορά την χρήση του ελάχιστου και θα έχει, ανάλογα με το και κεφάλαιο 5.2.3, την εξής μορφή:
min: 8*X19 +…+1*Χ25 -2* Χt  +4* Xf  +6* Χs.

Πολλαπλασιασμός των μεταβλητών ελαστικότητας ακμής με το αντιδιαμετρικό βάρος , μέσα από το διάστημα [1,10].Δηλαδή, η Χ19 που αναφέρεται σε ακμή με βάρος 2 πολλαπλασιάζεται με 8 και η Χ25 που αναφέρεται σε βάρος 10 πολλαπλασιάζεται με 1.

· Πειραματική αξιολόγηση του προβλήματος που αναλύθηκε στο κεφάλαιο 5 και της εναλλακτικής του υλοποίησης, για σύγκριση αποτελεσμάτων αναφορικά με το διαμερισμό σε υπογράφους και χρόνων αποπεράτωσης.
· Πειραματική μελέτη όλων των παραπάνω με διαφορετικές παραμέτρους αναφορικά με τις διαφορετικές επιλογές(π.χ. διαφορετικά ευρετικά) που παρέχουν οι επιλυτές. 
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